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CAPÍTULO 


1 


МЕТОВЕ5 


1.1 Reta Orientada — Eixo 


Uma reta r é orientada quando se fixa nela um sentido de percurso, considerado positivo 
e indicado por uma seta (Fig. 1.1) 


NC анын 


Figura 1.1 


O sentido oposto é negativo. Uma reta orientada é denominada eixo. 


1.2 Segmento Orientado 


Um segmento orientado é determinado por um par ordenado de pontos, o primeiro chamado- 
origem do segmento, o segundo chamado extremidade. 


O segmento orientado de origem А e extremidade В será representado por AB e, geome- 
| tricamente, indicado por uma seta que caracteriza visualmente o sentido do segmento (Fig. 1.2-4). 


Figura 1.24 
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1.2.1 Segmento Nulo 


Um segmento nulo é aquele cuja extremidade coincide com a origem. 


1.22 Segmentos Opostos 


Se AB é um segmento orientado, o segmento orientado BA é oposto de AB. 


1.23 Medida de um Segmento 


Fixada uma unidade de comprimento, a cada segmento orientado pode-se associar um 
número real, não negativo, que é a medida do segmento em relação âquela unidade. A medida 
do segmento orientado é o seu comprimento ou seu módulo. O comprimento do segmento 
AB é indicado por АВ. 

Assim, o comprimento do segmento AB representado na Figura 1.2% é de 5 unidades 
de comprimento: 


AB=5 u.c. 


Observações 
4) Os segmentos nulos têm comprimento igual a zero. 
b) АВ- BA. 

12.4 Direção e Sentido 


Dois segmentos orientados não nulos AB e CD têm a mesma direção se as retas suportes 
desses segmentos são paralelas (Figs. 1.2c e 1.2): 


Vetores 


A A 
x ё 
таас p 


ou coincidentes (Figs. 1.2 е1.2-0): 


к D 
p 
A 
Figura 1.20 é 
Бу элу 
A 
Figura 1.24 


Observações 


4) 80 se pode comparar os sentidos de dois segmentos orientados se eles têm mesma direção. 
b) Dois segmentos orientados opostos têm sentidos contrários 


1.3 Segmentos Equipolentes 


Dois segmentos orientados AB е CD são equipolentes quando têm a mesma direção, о 
mesmo sentido e o mesmo comprimento (Figs. 1.3-4 e 1.3%). 


Se оз segmentos AB e CD não pertencem à mesma reta. Fig. 1.34, para que AB seja 
equipolente a CD é necessário que AB//CD е AC/BD, isto é, ABCD deve ser um paralelogramo. 


Figura 1.34 Figura 130 
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Observações 


a) Dois segmentos nulos são sempre equipolentes. 
5) A equipolência dos segmentos AB e CD é representada por 


AB~ CD 


1.31 Propriedades da Equipoléncia 
1) АВ ~АВ (reflexiva). 
JI) Se AB=CD, CD ~ AB (simétrica). 
Ш) Se AB=CD е CD ~EF, АВ ~EF (transitiva). 
IV) Dado um segmento orientado AB e um ponto С, existe um único ponto D tal que 
AB-CD. 
14 Vetor 


Vetor determinado por um segmento orientado AB é o conjunto de todos os segmentos 
orientados equipolentes a AB (Fig. 1.44). 


E a 


es rH 
For ША 


Figura 144 


х 


Se indicarmos com V este conjunto, simbolicamente poderemos escrever: 
Y = (XY/XY - AB] 


onde ХҮ é um segmento qualquer do conjunto. 


O vetor determinado por АВ é indicado por AB ou B-A ou V. 


Vetores 


Um mesmo vetor AB 6 determinado por uma infinidade de segmentos orientados, 
chamados representantes desse vetor, e todos equipolentes entre si. Assim, um segmento 
determina um conjunto que é o vetor, e qualquer um destes representantes determina o mesmo 
vetor. Portanto, com origem em cada ponto do espaço, podemos visualizar um representante 
de um vetor. Usando um pouco mais nossa capacidade de abstração, se considerarmos todos os 
infinitos segmentos orientados de origem comum, estaremos caracterizando, através de represen- 
tantes, а totalidade dos vetores do espaço. Ora, cada um destes segmentos é um representante 
de um só vetor. Conseqüentemente, todos os vetores se acham representados naquele conjunto 
que imaginamos. 

As características de um vetor Y são as mesmas de qualquer um de seus representantes, 
isto 6:0 módulo, a direção е o sentido do vetor são o módulo, a direção e o sentido de qualquer 
um de seus representantes. 


O módulo de У se indica por 1У1 


1.4.1 Vetores Iguais 


Dois vetores AB e CD são iguais se, e somente se, АВ ~CD. 


1.42 Vetor Nulo 


Os segmentos nulos, por serem equipolentes entre si, determinam um único vetor, chamado 
vetor nulo ou vetor zero, e que é indicado por Û 


1.43 Vetores Opostos 


Dado um vetorY = AB, o vetor ВА éo oposto de AB e se indica por -АВ ou por x. 


1.4.4 Vetor Unitário 


Um vetor Ў é unitário зе [VI 


145 Versor 


Versor de um vetor não nulo V é o vetor unitário de mesma direção e mesmo sentido 


de V 
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Por exemplo, tomemos um vetor v. de módulo 3 (Fig, 1.4%). 


Figura 144 


Os vetores U; e d, da figura são vetores unitários, pois ambos tém módulo 1. No entanto, 
apenas U tem a mesma direção е o mesmo sentido de Y. Portanto, este é o versor de V 


1.46 Vetores Colineares 


Dois vetores U e Y são сойлеме: se tiverem a mesma direção. Em outras palavras 
V e Y são colineares se tiverem representantes AB e CD pertencentes a uma mesma reta ou 
a retas paralelas (Fig. 1.4«). 


E 
x 


ek 
o 
o 


Figura 14c 
1.4.7. Vetores Coplanares 
Se os vetores não nulos V, Y е W (o número de vetores não importa) possuem represen- 


tantes АВ, CD e EF pertencentes a um mesmo plano л (Fig. 1.4-0), diz-se que eles são 
coplanares, 


Vetores? 


Figura 1.4-4 


Guardemos bem o seguinte: dois vetores W e Y quaisquer são sempre coplanares, pois 
podemos sempre tomar um ponto no espaço е, com origem nele, imaginar os dois representantes 
de V e V pertencendo a um plano п que passa por este ponto. 


Três vetores poderão ou não ser coplanares (Figs. 1.46 е 144). 


> + F x T 
TY e W são coplanares 2.7 e W não são coplanares 
Figura 14e Figura 144 


1.5 Operações com Vetores 


15.1 Adição de Vetores 


Sejam os vetores u e V representados pelos segmentos orientados АВ е BC (Fig. 1.54). 
в 


^ y 
Figura 1.54 


Os pontos А e C determinam um vetor 2 que é, por definição, a soma dos vetores W e 
Y, ino Seu +7. 


KR, 
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1.5.1.1. Propriedades da adição 


1) Comutativa: EU 
Ш) Asociatia: (494-407) 


Ш) Existe um sóvetor ВА @ tal que para todo o vetor V se tem: 


IV) Qualquer que seja o vetor V, existe um só vetor A (vetor oposto de V) tal que 


1.52 Diferença de Vetores 


-Y, ao vetor 


Chama-se diferença de dois vetores U e V, e se representa por 4- 
TH). 


Dados dois vetores u e V, representados pelos segmentos orientados АВ е AC, respec- 
tivamente, е construído o paralelogramo ABDC (Fig. 1:55 e Fig. 1.5-c), verifica-se que a soma 
$=, é representada pelo segmento orientado AD (uma das diagonais) е que a diferença 


Ф = -Y é representada pelo segmento orientado СВ (a outra diagonal). 
B y р в Ej D 
A т c ^ ES с 
Figura 1.54 Figura 1.5€ 


1.53 Multiplicação por um Número Real 


Dado um vetor Y # Û e um número real k +0, chamase produto do número real k pelo 
vetor Y ovetor р = КУ, tal que: 


a) módulo: [pl = к] = kl Ri; 
b) direção: а mesma de x 
c)sentido: о mesmo de V se k 0, e contrário ao de Y se К< 0 (Fig. 1.5). 


Vetores 9 


У) 


Figura 1.54 
Observações 


а) Se k=0 ou Y =D, o produto é o vetor б. 

9) Seja um vetor ky, com 75-0. Se fizermos com que o número real k percorrao conjunto R 
dos reais, obteremos todos os infinitos vetores colineares a Y, e, portanto, colineares entre 
si, isto é, qualquer um deles é sempre múltiplo escalar (real) do outro, Reciprocamente, dados 
dois vetores u e V, colineares, sempre existe КЄК tal que U = kv. A Figura 1.5-e mostra 


um exemplo desta última afirmação (U = -2 V ou у 


Figura 1.50 


©) O versor de um vetor Y # O éovetor unitário Y =} Y ов T= (Fig. 1.54). De 


vi Iv 
fato ele é unitário, pois: ! ! 
у RI 
Bis |4 = = 
8-1 й 


E 
Fi feeds 


Daí, concluise que V = [V |U, isto é, o vetor Ў é o produto de seu módulo pelo vetor unitário 
de mesma direção e mesmo sentido de Y 
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4.5.3.1 Propriedades da multiplicação por um número real 
Se U e Y são vetores quaisquer e a е b números reais, temos: 
Datz , (associativa) 
ID (a +b)y =av tbv (distributiva em relação à adição de escalares) 


шу a(u +) = au най (Gistributiva em relação à adição de vetores) 
Ту) I= (identidade) 


1.6 Problemas Resolvidos 


1) Dados os vetores U, V e W, de acordo com a figura, construir о vetor mio + =. 
П ly 
2 
à Solução: A 
E 


2) O paralelogramo ABCD é determinado pelos vetores АВ e AD, sendo М e М pontos 
médios dos lados DC e AB, respectivamente. Completar convenientemente: 


a) AB АВ 
b) BA +DA = 
e AC-BC- 
a) AN «BC = 
e) MD + ME 
11:51: 


Vetores П 


c) AC - BC = AC «СВ = AB 

a) AN + BC = AN +NM = AM 
e) MD + ME = MD + DN = MN 
p ВМ-4-С-8М +MD = BD 


Observação 
Sabe-se que dois vetores quaisquer Y, e Va, não colineares, sio sempre coplanares, Como 


aV, tem a direção de % е амуу а direção de Vj, о vetor аў Жа) será sempre um 
vetor representado no mesmo plano de Y, e Vz, sejam quais forem os reais a, e а; (Fig. 1.64) 


Reciprocamente, qualquer vetor representado no plano de Y, е Va será do tipo 
aj, Жазу, para ац e a, reais 


Vamos acrescentar a estes dois vetores um terceiro vetor Ya. Então, pode ocorrer uma 
das situações: 


a) ovetor Vs está representado no mesmo plano de Mme 


Neste caso, como o vetor 27) sag, está no plano de Y, e Ya esendo амуу também 
deste plano, о vetor aj, ад #ауўз Estará representado no mesmo plano de Y, е Ya 


b) o vetor Ya não está representado no mesmo plano de Y, е Vj. 
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de V, e Va) com o vetor 


ar Va taz va (que está no plano 
rme mostra a Figura 16. 


Neste caso, a soma do vetor 
será um vetor do espaço, confor 


asta, isto é, ауу) Paz va Has Vas 


17 Āngulo de Dois Vetores 


O ângulo de dois vetores V e Y não nulos (Fig. 1.74) é o ángulo 6 formado pelas semi 


retas OA е OB (Fig. 1.75) e tal que 050 <7- 


А 
> B 
$ 0 2 
о 
М рала Tina 128 
Observações 
rários. 


4) Se 0=m, U е Y têm a mesma direção e sentidos cont 


b) Se 0-0, V е Y têm mesma direção e mesmo sentido. 


ЕНШЕ.‏ کڪ 
| 8-0 


e Y são ortogonais (Fig. 1.74) e indicase: Y LY. 


A с 
12 
o ? B 


ЕТА 
Neste caso, о АОВС permite escrever: 
Цан 
4) O vetor nulo 6 considerado ortogonal a qualquer vetor. 


e) Se V é ortogonal a V e m é um número real qualquer, T é ortogonala mv. 


У) О ângulo formado pelos vetores U е -V é o suplemento do ángulo de Tev. 


“y 


1.8 Problemas Propostos 


1) Dados os vetores V e Y da figura, mostrar, num gráfico, um representante do vetor: 


2-7 
DEE 
DEENS 


14 
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2 


3) 


181 


3 


Dados os vetores 2, B е É, como na figura, apresentar um representante de cada um dos 


vetores: 


.! 
a 


^i 


sabendo que o ángulo entre os vetores V e Y é de 60º, determinar o ángulo formado pelos 
vetores: 

ares 

bey 
ies 
da e FW 


Resposta dos Problemas Propostos 


a) 120º 
b) 120º 
с) 60° 
d) 6° 


CAPÍTULO 


2 


VETORES NO IR? E NO IR? 


No Capitulo 1, estudamos os vetores do ponto de vista geométrico e, no caso, eles eram 
representados por um segmento de reta orientado. No presente capítulo, vamos mostrar uma 
outra forma de representádos: os segmentos orientados estarão relacionados com os sistemas de 
eixos cartesianos do plano e do espaço. 


2.1 Decomposição de um Vetor no Plano 


Dados dois vetores V, e Ya, não colinegres, qualquer vetor Ў (coplanar com Y, eV) 
pode ser decomposto segundo as direções de Y, е v;. O problema consiste em determinar 
dois vetores cujas direções sejam as de Y, e Vz е cuja soma seja V. Em outras palavras, iremos 
determinar dois múmeros reais a, e aj tais que: 


Ya, taa 


Exemplos 
1) Dados os vetores V, е Ya não colineares e V (arbitrário), a figura mostra como é possível 


formar um paralelogramo em que os lados são determinados pelos vetores aV; е aaa €, 
portanto, a soma deles é o vetor Y, que corresponde à diagonal desse paralelogramo: 


13 


2) Na figura seguinte os vetores V, eV, são mantidos e consideramos um outro vetor V: 


Para esta figura, tem-se: a, >0 e a; <0. 


3) Se, no caso particular, o vetor V tiver a mesma direção de Y, ou de Vz, digamos de 
Y, como ma figura, V não pode ser diagonal do paralelogramo e, portanto, a, deve ser 
igual a zero: 


amr 0v. 2 


Quando o vetor Y estiver representado por: 
Yard, tava са) 
dizemos que V é combinação linear de Y, е Ya. O par de vetores Y, е Va, não coli- 


neares, 6 chamado base no plano. Aliás, qualquer conjunto (Y,,va } de vetores não coli- 
neares constitui uma base no plano. Os números a, е а; da representação (2.1) são 
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chamados componentes ou coordenadas de Y em relação à base (Уу). É bom logo 
esclarecer que, embora estejamos simbolizando a base como um conjunto, nós a pensamos 
como um conjunto ordenado. O vetor ауу é chamado projeção de Y sobre Y, segundo 
a direção de V. Do mesmo modo, a,v; é a projeção de Y sobre Y, segundo a direção 
de Y, (Fig. 2.1-a). 


Figura 2.1 


Na prática, as bases mais utilizadas são as bases ortonormais. 


Uma base (2,2, } é dita ortonormal se os seus vetores forem ortogonais e unitários, isto 
нан 

Na Figura 2.1-b consideramos uma base ortonormal (6),2,) no planoxOy e um 
vetor Y com componentes 3 е 2, respectivamente, isto é, Y -32 +28, 


Figura 2.14 
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No caso de uma base ortonormal como esta, os vetores 32, e 26, são projeções orto- 
gonais de Y sobre e, e 65, respectivamente. 

Existem naturalmente infinitas bases ortonormais no plano хОу, porém uma delas é parti- 
cularmente importante. Trata-se da base formada pelos vetores representados por segmentos 
orientados com origem em O e extremidade nos pontos (1,0) e (0,1). Estes vetores são simboli- 
zados com Т е Ў ea base (12) é chamada canónica (Fig. 2.1.0). 


Figura 2.1 


Em nosso estudo, a menos que haja referéncia em contrário, trataremos somente da base 
canónica. 

Dado um vetor V = xî +y} (Fig. 21.4) no qual x е y são as componentes de Y em 
relação à base (7.7), о vetor xi ба projeção ortogonal de Y sobre T (ou sobre o eixo dos x) 
e Xj éa projeção ortogonal de Y sobre j (ou sobre o eixo dos y). Como a projeção sempre 
será ortogonal, diremos somente projeção. 


Figura 2.14 
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22 Expressão Anal 


de um Vetor 


Ora, fixada а base (7,5), fica estabelecida uma correspondência biunívoca entre os 
wetores do plano e os pares ordenados (x,y) de números reais. Nestas condições, a cada vetor 
Y do plano pode-se associar um par (x,y) de números reais que são suas componentes na base 
dada, razão porque define-se 


vetor no plano é um par ordenado (x,y) de números reais е se representa por: 
үл (у) 


que é a expressio analítica de v. 


A primeira componente x 6 chamada abscissa e a segunda, ordenada. Por exemplo, em 
= Sj, pode-se escrever Y = (3,-5). Assim também, 


vez de escrever V 


3H = (10 
Ei = (0,3) 
-10 =(-10,0) 


1.0), 7 = (0,1) e O = (0,0). 


e, particularmente, 


Observação 


Deve ter ficado claro que a escolha proposital da base (1,7) deve-se à simplificação. 
Assim, para exemplificar, quando nos referimos a um ponto P(x, y), ele pode ser identificado 
com o vetor ¥ = ОЁ = xi + yj, sendo O a origem do sistema (Fig. 2.2). 


Figura 22 


Desta forma, 0 plano pode ser encarado como um conjunto de pontos ou um conjunto 
de vetores. 
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23 Igualdade e Operações 


2.3.1 Igualdade 


Dois vetores U = (xı, y1) е Y = (ха, ya) são iguais se, e somente se, x, = x 6 уу =уз,е 
escrevese U = 


Exemplos 


1) Osvetores 5-6, 5) e Y=(3,5) sio ima 

2) Se o vetor = (x + 1,4) 8 igual ao vetor Y=(5,2y =6), de acordo com a definição de 
igualdade dos vetores, x+1=5 е 2y-6=4 ou x74 e у=5. Assim, se U =V, então 
x=4 e y=5, 
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Sejam os vetores U = (x,y) e V =(х,у;) e a ER. Define-se 


a) СУУ = бщ tasya ty) 
b) au = (axı, ayı) 


Portanto, раға somar dois vetores, somam-se as suas coordenadas correspondentes, e para 
multiplicar um vetor por um número, multiplica-se cada componente do vetor por este número. 


Exemplo 


Dados os vetores u = (4, 1) е Y =(2,6), calcular Y +¥ e 21. 


A Figura 23-a mostra, geometricamente, que u +V = (4, 1) + (2,6) = (4 +2, 1 +6) = (6,7), 
e a Figura 23% que 20 = 2(4,1) = (8,2). 


Figura 23а 
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Figur 230 


As definições acima e as operações algébricas dos números reais permitem demonstrar as 
propriedades citadas em 1.5: 


>> a 
а) para quaisquer vetores u, Y е w, tem-se 


b) para quaisquer vetores W е Y eos números reais a e b, temse 


a(bv) = (ab) 


23.3 Problemas Resolvidos 


1) Determinar o vetor W na igualdade 3% +24 


V+W, sendo dados U =(3,-1) e 
Ү-(2,%. 


Solução 


Esta equação 3w +24 -4 +W pode ser resolvida como uma equação numérica: 


вк +4 = Үзэх 
68-28 = Y-4d 
CERETI 
-i-r 

4 
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Substituindo V e Y па equação, vem 


Y -462,9-6,-1) 


2) Encontrar os números a, e а; tais que 


# = aU tav, sendo Y =(1,2), Y =(4,-2) e W = (01,8). 


Solução 
Substituindo os vetores na igualdade acima, temos: 
(1,8)=a1(1,2) +a2(4, 2) 


(21, 8) = (a1, 2a,) + (425, 283) 
(1,8) = (a, 422, 22, - 2a2) 


Da condição de igualdade de dois vetores, conclui-se que: 


а +48 = -1 


2a, - 29 =8 


. Logo, 97-37) - V4. 


sistema de solução a, 73 е az 


24 Vetor Definido por Dois Pontos 


Inúmeras vezes um vetor é representado por um segmento orientado que não parte da origem 
do sistema. Consideremos o vetor AB de origem no ponto A(x,,y1) e extremidade em B(x; ул) 
(Fig. 2.44) 
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donde 


ou: 


De acordo com o que foi visto em 2.2, os vetores DÁ е OB têm expressões anali 


icas: 


OÀ- (ui) e OB = (xaya). 


Por outro lado, do triângulo OAB da figura, vem: 


OA + AB = OB 


АВ = Ob — 


АВ = (хз,у;)— (х,у) 


AB = Qux iy) 


Figura 242 


isto é, as componentes de AB sio obtidas subtraindo-se das coordenadas da extremidade B as 


coordenadas da origem А, razão pela qual também se escreve AB = B - A. 


É importante assinalar que as componentes do vetor AB, calculadas por meio de В-, 


sempre as mesmas componentes do representante ОР com origem no início do sistema. Este 
detalhe fica claro na Figura 2.4-b onde os segmentos orientados equipolentes АВ, CD е ОР 
representam o mesmo vetor (3,1). 


14)-(-23)-(3,) 


AB 
CB - D-C- (43) - (12) - G.1) 
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2.4.1. Problema Resolvido 

3) Dados os pontos A(-1,2), B(3,-1) e С(-2,4), determinar D(x,y) de modo que 
DA. 

Solução 

€ =р-с=(х,у)-(-2,4) = (х 532) y +04) = (х52,у-9) 

АЁ =В-А= (3,-1)-(-1,2) = (3 +(#1),-1+(-2)) = (4-3 

logo: 


(2-973163) 


(x+2,9-4) 


Pela condição de igualdade de dois vetores: 


sistema cuja solução é x=0 е y 5. 


Por conseguinte: 


5 


D(.5 


25 Decomposição no Espaço 


Todo о estudo de vetores feito até aqui, no plano, pode ser realizado no espaço de forma 
análoga, consideradas as adequações necessárias. 

No plano, qualquer conjunto 74,7.) de dois vetores, não colineares, é uma base е, 
portanto, todo vetor V deste plano é combinação linear dos vetores da base, isto é, sempre 
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existem os números a, e а; reais tais que ¥ = aiv, +a2V2. No espaço, qualquer conjunto 


(Vi Va, Va ) de trés vetores não coplanares é uma base e, de forma análoga, demonstra-se que 


todo vetor V do espaço é combinação linear dos vetores da base, isto é, sempre existem números 


reais 21,2 е аҙ tais que: 


VY =a Жау) Жазуу 


Onde 84,2; е ау são as componentes de Y em relação à base considerada. 


Uma base no espaço é ortonormal se os três vetores forem unitários e dois a dois, ortogonais 
Por analogia ao que fizemos no plano, dentre as infinitas bases ortonormais existentes, escolhe- 
remos para nosso estudo a base canônica representada рог (1,1, k ). Consideremos estes três 
vetores representados com origem no mesmo ponto O e por este ponto trés retas como mostra 
a Figura 254. A reta com a direção do vetor 1 é o eixo dos x (das abscissas), a reta com a 
direção do vetor j é o eixo dos y (das ordenadas) e a reta com a direção do vetor K é o eixo 
dos z (das cotas). As setas indicam o sentido positivo de cada eixo. Estes eixos são chamados 
eixos coordenados 


Figura 2.54 


Cada dupla de eixos determina um plano coordenado. Portanto, temos três planos coordenados: 
o plano хОу ou ху, o plano xOz ou xz eo plano yOz ou yz. As Figuras 2.5, 2.5-c e 2.5-d 
Шо uma idéia dos planos ху, xz e yz, respectivamente. 


ria analítica 
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Estes trés planos se interceptam segundo os trés eixos dividindo o espaço em oito regiões, cada 
uma delas chamada octante. A Figura 2.5¢ dá uma idéia do 19 octante, a Figura 2.54 do 29 
octante e a Figura 2.54 do 39 octante. 


Figura 250 


Figura 2.54 Figura 2.58 | 


А cada ponto Р do espaço vai corresponder uma terna (а, b,c) de números reais, chama- 
das coordenadas de P e denominadas abscissa, ordenada e cota, respectivamente. Para obter 
a abscissa de P, tracemos por P um plano paralelo ao plano yz; o ponto de interseção 
deste plano com o eixo dos x tem, nesse eixo, uma coordenada a, que é a abscissa de Р 
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(Fig. 25h). Para obter a ordenada de P, tracemos рот P um plano paralelo ao plano х2; O 
ponto de interseção deste plano com o eixo dos У tem. nesse eixo, uma coordenada b, que é 


à ordenada de P (Fig. 2.51). De forma análoga, ao traga! POF P um plano paralelo ao plano ху, 
fica determinada a coordenada c, que é а cota de P (Fig 254. 


Figura 2.54 Figura 2.54 


Figura 25j 


; os trés planos pelo ponto Р, fica determinado um paralele- 


Com este procedimento de traçar 
Se o ponto fosse P(2,4,3), com idêntico procedimento, 


pípedo retângulo como o da Figura 2 
teríamos o paralelepípedo da Figura 2.54. 
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Com base nesta figura, temos: 


A(2,0,0) - um ponto Р(х,у, 2) está no eixo dos x quando y=0 е 2-0, 
C(0, 4,0) — um ponto está no eixo dos y quando х-0 е 2=0; 
E(0,0, 3) - um ponto está no eixo dos z quando x=0 е у-0; 

B(2, 4,0) - um ponto está no plano xy quando 

D(O, 4, 3) - um ponto está no plano yz quando х= 0; 

F(2,0,3) — um ponto está no plano xz quando y 


O ponto В é a projeção de P no plano xy, assim como D e F são as projeções de P nos 
planos yz e xz, respectivamente. O ponto A(2,0.0) é a projeção de Р(2.4,3) по eixo 
dos x, assim como С(0,4,0) e E(0.0,3) são as projeções de P nos eixos dos y е dos 2, 
respectivamente. 

Está claro que um ponto do plano ху é do tipo (х,у,0). Ao desejarmos marcar um. 
ponto no espaço, digamos A(3, -2, 4), procedemos assim: 


19) тагсаас o ponto А (3,-2,0) no plano xy; 
29) deslocase A” paralelamente ao eixo dos z, 4 unidades para cima (se fosse - 4 seriam 
4 unidades para baixo) (Fig. 2.5-m). 


Para completar nosso estudo, consideremos um vetor Тэх ау) es, onde x y e z 
são as componentes de Y na base canônica (Î, j, К). Da mesma forma como fizemos para 


BIBLIOTECA UNI-BH 
Құ 114930 
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Figura 2.5m 


o plano, este vetor V é igual ao vetor OF com O (0,0,0) e P(x, y, 2). Na Figura 2.5.0, o vetor 
V. corresponde à diagonal do paralelepípedo, cujos lados são determinados pelos vetores 
XI, yf e 2. E, para simplificar, escreveremos 


Ys yn 


que é a expressão analítica de У. 
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Em vez de escrever V=21 -3j+K, podese escrever Y =(2,-3,1). Assim, também, 


F-J = 0..0) 
21-К = (0,2,-1) 
AK = (0,0,4) 


(1,0,0), 7 = (0,1,0)e Ё = (0,0, 1). 


Tendo em vista a correspondência biunívoca entre o conjunto de pontos P(x, y, 2) do 
ОР = xi +уј +2k, o espaço pode ser encarado como um 


e, em particular, Y 


espaço e o conjunto de vetores Y 
conjunto de pontos ou um conjunto de vetores. Dizse que este espaço tem trés dimensões ou 
que ele é “tridimensional, porque qualquer uma de suas bases tem trés vetores e, portanto, o 
número de componentes de um vetor é trés. De forma análoga, o plano tem dimensão 2 ou é 
bidimensional. Fica fácil entender que a reta tem dimensão 1 ou é unidimensional. 

O conjunto formado por um ponto e por uma base constitui um sistema referencial, Em 
particular, que é о nosso caso, o conjunto formado pelo ponto O e pela base (1,|,К) é 
chamado referencial ortonormal de origem О ou, ainda, sistema cartesiano ortonormal Oxyz. 
Este sistema (Fig. 2.5-а) é indicado por (0,7,7, K). Por analogia, no plano, o sistema (0,1,1) 
é chamado sistema cartesiano ortonormal хОу ou, simplesmente, sistema cartesiano xOy. 

Por outro lado, sabemos que a representação geométrica do conjunto IR dos reais é a 
reta, por isso também chamada reta real (Fig. 2.5-0). 


R 
E ii 2190 


Figura 2.50 
O produto cartesiano RxR ou Rê é o conjunto Ж = {(x,y)/x,y CR) e sua 


representação geométrica é o plano cartesiano determinado pelos dois eixos cartesianos 
ortogonais x e y (Fig. 2.55). 


Figura 2.5p 
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O produto cartesiano IR x R x IR ou IR? é о conjunto R° = {(x,y,z)/x,y,z ER} e 
pr 


sua representação geométrica é o espaço cartesiano determinado pelos três eixos cartesianos, 
dois a dois ortogonais, Ох, Oy e Oz (Fig. 2.54) 


Figura 2.5-q 


2.6 Igualdade — Operações — Vetor Definido por Dois Pontos 
Da mesma forma como tivemos no plano, teremos no espaço: 
I) Dois vetores U =(X1,Y1, 21) € V=(X,Yas 22) М0 iguais se, e somente se, Ху = X2, 


ууз 62,50; 


1I) Dados os vetores Y = (ху, уу, Zi) e Y (ха, Ys 25) e a € R, define-se: 


wv = (ху Xa, Yi 7Y2 21420) 


ad = (xsv 21) 
Ш) Se AQu yis zi) е B(x, Уз, Z2) são dois pontos quaisquer no espaço, então: 


АВ = (xa = xı, Ya Уу th nn) 
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27 Condição de Paralelismo de Dois Vetores 


х,у, 24) e Y (ха, Ya, 22) são colincares 
(ou paralelos), existe um número k tal que u = kv, ou seja, 


Em 1.53 vimos que, se dois vetores u = 


Qu ул, 21) = К(ха, Уз, 22) 
ou: 
| ба, уп, 21) = (Кха, Куз, Каз) 


mas, pela definição de igualdade de vetores 


Esta é a condição de paralelismo de dois vetores, isto é, dois vetores são paralelos quando suas 
coordenadas são proporcionais. Representase рог u//v dois vetores W e ¥ paralelos. 


Exemplo 


Os vetores u = (-2,3 - 4) e Y = (-4, 6, -8) são paralelos pois: 


É claro que se uma componente ^p um vetor é nula, a componente correspondente de um vetor 
paralelo também é nula. 


2.1 Problemas Resolvidos 


4) Dados os pontos А(0, 1,-1) e В(1,2,-1) e os vetores u 


(AD, Y =(3,0,-1) e 
-2,2,2), verificar se existem os números аз, аз е ау tais que W T taav. 


АЁ жау жауу 
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Solução 
Temse: АЁ = B- А = (1,2, -1) -(0, 1, 70 -0,2 4 CD. 1 +(+1))=(1,1,0) 
Substituindo os vetores na igualdade dada, resulta: 
(2,2,2) 3, 0,1,0) +62 -1, D) 23,0, -1) 
ou: 
(2,2,2) = (21, ar, 0) + C222, аз, аз) + Gas, 0, -a3) 
Somando os trés vetores do segundo membro da igualdade, vem: 
(2,2,2) = (а -2аз £325, i азаа 75) 
Pela condição de igualdade de vetores, obteremos o sistema: 
a, -2а, +39 02 
а-ы c2 
n- وھ‎ 2 
que tem por solução a, = 3, а =1 е as 
Logo: 
EOS 
5) Dados os pontos P(1,2,4), (0,3,2) е R(2,1,-1), determinar as coordenadas de um 


ponto S tal que P,Q,R e S sejam vértices de um paralelogramo- 


Solução 


Se PQRS é o paralelogramo da figura, então РО = SR e PS = OR 


s R 
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Para S(x, y, 2), vamos ter na primeira igualdade: 


Logo: 


Com a utilização da 28 igualdade, o resultado obviamente seria o mesmo. Além desta solução, 
existem duas outras que ficam a cargo do leitor. 


Determinar os valores de m e n para que sejam paralelos os vetores Y = (m+ 1, 3, ne 
V=(4,2,2n-1) 


Solução 


A condição de paralelismo de dois vetores permite escrever: 


milli 
4 2 
ou 
2m+1)=12 
ka 2 
2m+2= 12 
| 6n-3 2 


A solução do sistema permite dizer que m = 5 e 
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7) Dar as expressões das coordenadas do ponto médio do segmento de reta de extremidades 
Аба, ут) € B(%, Уг), 


Solução 


O ponto médio M é tal que 


AM = ME 


ou: 


Sendo М (x y), vem: 
(хех, у-у!) = (xa =X, Ya -Y) 


e daí: 


portanto: 


2x = Xa +x 


2y=ya луу 
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28 


D 


2) 


» 


4 


5) 


9 
7) 
8) 
» 


10) 


1) 


12) 


13) 


Problemas Propostos 


Determinar a extremidade do segmento que representa o vetor V = (2, -5), sabendo que 
sua origem бо ponto. A(-1, 3). 


Dados os vetores Y =(3,-1) e V = (-1,2), determinar o vetor W tal que 


u-w 


348-3) + 195 
Бузе - Qv - u) = 2(4w - ЗШ) 
Dados os pontos A(-1,3), B(2,5) е C(3,-1), calcular OX - AB, OC - BÉ e 3BR -4CH. 


Dados os vetores W = (3,-4) е ye 3), verificar se existem nümeros a e b tais que 
Ww еУ-ы. 


Dados os vetores Y =(2,-4), Y =(-5,1) е W = (-12,6), determinar К, е ka tal que 
Wk + kav. 


Dados os pontos АС-1, 3), B(1,0), CQ, -1), determinar D tal que D = BA. 
Dados os pontos A(2, -3, 1) e B(4, 5, -2), determinar o ponto P tal que AP = PÈ. 
Dados os pontos A(-1, 2, 3) e B(4,-2,0), determinar o ponto Р tal que АР = ЗАВ. 
Determinar o vetor V sabendo que (3,7, 1) +27 -(6,10,4)-7. 


Encontrar os números a, е a, tas que wav, + ava, sendo V, =(1,-2,1), 
Y, =(2,0,-4) e € = (-4,-4, М) 


Determinar а e b de modo que os vetores U =(4,1,-3) e Y=(6,a,b) sejam paralelos, 


Verificar se 540 colineares os pontos: 


a) A(1,-5,0), B(2,1,3) e С(22,-7,-1) 
B)AQ,1,-1), B(3,-1,0) e C(1,0,4) 


Calcular a е b de modo que sejam colineares os pontos A(3,1,-2), B(1,5,1) е 
C(a,b,7). 
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14) Mostrar que os pontos A(4,0, 1), B(S,1,3), C(3,2,5) e D(2, 1, 3) são vértices de um 
paralelogramo. 


15) Determinar o simétrico do ponto P(3, 1, -2) em relação ao ponto A(-1,0, -3). 


2.8.1 Respostas dos Problemas Propostos 


D 03 «EI 


3) (4,1), (2,5), C5, -30) 


5) ki==1 e ік? 6) D4, 4) 
7) PG,1,-3) 8) (14, -10, -6) 

9 V=(1,1,1) 10) a, =2, а 7-3 
1) а= ь--% 129) sim 5) não 


13) a=-3 b=13 15) (-5,-1,-4) 


CAPITULO 


3 


PRODUTOS DE VETORES 


3.1 Produto Escalar 


Chama-se produto escalar (ou produto interno usual) de dois vetores u = xii + yi] + zik e 
Vou + ya] + КЁ, е se representa por  . V, ao número real 


Шеху + Zz 


Oprodutoescalar de V por Y também é indicado por <U, > e se lê “U escalar V". 


31.1 Problema Resolvido 


1) Dados os vetoresu =(4,0,-1) е Y=(a,2,3) е os pontos A(4,-1,2) e B(3,2,-1), 
determinar o valor de a tal que Û . (¥ + BA) = 5. 


Solução 


BA =A -B=(4-3,-1 -2,2 - (-1)= (1, -3,3) 


39 
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Substituindo e resolvendo a equação dada, vem. 


(4,а, -1). ((a,2,3)+(1,-3,3)=5 
(4,а,-1) (a + 1, -1,6 
4(a+ 1) + a(-1)-1(6) 
4а+4-а-6=5 


За=5-4+6 
За=7 
л 
| | 
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Módulo de um vetor Y = (x,y, z), representado por |V|, é o número real não negativo 


ШЕЕ 


ou, em coordenadas, 


171 -Убеу D GD 


ou 


еу ay + 


Exemplo 
Se Y=(2,1,-2), então 


MIO Y arita =I =3 


Produtos de vetores 


а 


Observações 
a) Versor de um vetor 
Se o versor do vetor Y do exemplo for designado por V, tem-se 


a 


O versor é, na verdade, um vetor unitário, pois: 


b) Distância entre dois pontos 


20|. G ау 


A distância d entre os pontos А(хі, уз, zi) е B(X2, Ya, 2, )6 assim definida: 


e, portanto, 


a 


М бо = xı) + (ya HA 2 
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2) Sabendo que а distância entre os pontos A(-1,2,3) е В(1,-1, m) é 7, calcular m. 


Solução 


AB-B-A-(-CD,-1 


,m-3)7 (2, -3,m-3) 


10,-3т-3) =7 


ОЎ + (3F + (m 
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Elevando ambos os membros ao quadrado e ordenando a equagáo vem 


4+9+m -6m+9=49 


mê -6m-27=0 


Resolvendo esta equação do 29 grau pela conhecida fórmula 


БУУЖ Л 


6 е с--27, obtém-se: 


, maquil a=1, 


logo: 


m=9 ou m= 


Solução 


Deve-se ter [V|=1, ou seja, 


16-4- 
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Para quaisquer que sejam os vetores U =(X,,Y1,21), V = (ха, уз, 22), W= (Xa Y3, Z3) е 


MEIR, é fácil verificar que: 


1) W.U20 e Û. =0 somente se u -Ü = (0,0,0) (imediato) 


m u Ч (comutativa) 


De fato 


ЧУ = хх, жуу) tnn хах жузу л лаа uu 


m) 4.(7%0)-Ш . V+ U. W (distributiva em relação à adição de vetores) 
De fato: 
U. AW) Exa (xa + xa) + yi уз ty) + Za (Za + z3) 


@ +W) = бала + yiya Жз) + билә + ууз za) 
(ху иш v+u. W 


IV) (ті). = m(t. V )= T . (т? ) (exercício para o leitor) 


v) u.u=lul? 


De fato, de acordo com a definicáo de módulo de um vetor: 
VA 1 


Elevando ambos os membros ao quadrado, vem: 


4) Provarque Ju +V]? = |u|? + 2u .v + [V]? 


4400 Geometria analítica 


De forma análoga demonstra-se que: 
ГЕТЕНИН 


5) Provar que (u + У). (à - Y) -lu? -Iv]? 


3.4 Angulo de Dois Vetores 


Já vimos em 1.7 que o ángulo 0 entre dois vetores não nulos U e Y varia de 0º a 180º. 
Vamos mostrar que o produto escalar de dois vetores está relacionado com o ángulo por eles 
formado. Se U #0, У #Û ese 9 ёо ângulo dos vetores U e Y, então: 


Com efeito: 


aplicando a lei dos co-senos ao triângulo ABC da Fig. 3.4, temos: 


ЫШ 


ч 


Figura 34 


18-Үр 01-21 117 cose а) 
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Por outro lado, de acordo com as propriedades II, Ш е V do produto escalar (ver Problemas 4 e 5, 
Item 33.1): 


ГЕТА о) 
Comparando as igualdades (2) е (1): 


IP e [yp -2 ISI? AVE 2/7] IV] согд 


logo 
ez 


514119 coso (341) 


Conclusão: O produto escalar de dois vetores U е Y é о produto dos seus módulos pelo co-seno 
do ângulo por eles formado. 


Observações 


a) Se 1.72 0, de acordo com a Fórmula 3.41, cosÓ deve ser um número positivo, 
isto é, 0050 > 0, o que implica 0º 0 < 902. Nesse caso, 0 é ángulo agudo ou nulo: 


b) Se U. <0, de acordo com a Fórmula 34-1, cosó deve ser um número negativo, 
isto 6, 0080 «0, о que implica 90º <0 < 180º. Nesse caso, 0 é ángulo obtuso ou raso: 


LO 


<4 
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¢) Se 2-0, de acordo com a Fórmula 34-l, cos deve ser igual a zero, isto é, 
соз8 = 0, o que implica 0- 90°. Nesse caso, 0 é ângulo reto: 


“y 


< 


3.4.1 Cálculo do Ángulo de Dois Vetores 
Da fórmula (3.441): 


Чу = [Ф| VI созб, vem: 


(220) 


Esta fórmula é de larga aplicação no cálculo do ángulo de dois vetores. 


3.42 Condição de Ortogonalidade de Dois Vetores 


De acordo com a observação da alínea с) do Item 3.4, podemos afirmar: dois vetores 
são ortogonais se, e somente se, o produto escalar deles é nulo, isto é, se 


КЫ 
Exemplo 
Y - (72,3, -2) ¿ortogonal a Y = (-1, 2, 4), pois 


2(1)* 3(2) + (-2)4 = 2+ 6-8 =0 


> ай 
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6) Calcular o ángulo entre os vetores u = (1, 1, 4) e Y =(-1,2,2). 


Solução 


шы» AE e (1,1,4). (1,2,2) „—1+2+8% 
WP) її? x eee VTE x VS 


9 
БЕРЕ 
DÀ LyT I 
cute fer E 
logo: 


7) Sabendo que o vetor Y = (2, 1,-1) forma um ângulo de 60º com o vetor AB determinado 
pelos pontos A(3, 1,-2) e B(4,0,m), calcular т. 


Solução 


De acordo com a igualdade (3.4-11), podemos escrever: 


Y AB 


cos 60° = 7-48. 
lvl ТАВ! 


AB=B-A=(4-3,0-1,m-(2)=(1,-1,m+2) 


a @,1,-1).(1,-1,т+2у_ 
2 4+1+1 утят c4mt4 


2-1-m-2 


d. Pt2m* 
27 біт? +4m+6) 


бий + 24m + 36 = 4 Bm 4m? 
2m? + 16m* 3270 
п? +8m+16=0 


4 (raiz dupla) 


8) Determinar os ángulos internos ao triángulo ABC, sendo A(3,-3,3), В(2,-1,2) е 


са,о, 2). 


Solução 


Observemos que o ângulo A é o ángulo entre os vetores AB е AC. Logo: 


i- ABAC __(-1,2,-1).(-2,3,-1) (28641. 9 


ГАВЦГАС| V TFATT 44947 V6 VI ува 


R 


s 1053” 
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Analogamente, 


copa BABE AD CO 12 


ЕТІС КБР THIS VE TU RT 
aro cos [2] - iso 


costs E (2,-3.10).0.-1.0) 2+3 0 5 x 0,9449 
IGRICE] V4*9*T /T*1 VIF V2 уж 
сае 7] 197 


Notemos que À + Ê + C 180°. 

9) Provar que o triángulo de vértices A(2,3, 1), B(2,1,-1) e C(2,2,-2) é um triángulo 
retângulo. 

Solução 


A forma mais simples de provar a existência de um ângulo reto é mostrar que о produto 
escalar de dois vetores que determinam os lados do triângulo é nulo. Consideremos os vetores: 


АВ = (0,-2,-2) 
АС = (0,-1,-3) 
BÓ = (0,1,-1) 


(Poderíamos também considerar os vetores opostos deles.) 
Calculemos: 


ABAC = (0,-2,-2).(0,-1,-3) = 0+2+6 = 8# 
AB.BC = (0,-2,-2).(0,1,-1) = 0-2+2= 0 


Tendo em vista que АЁ. BC =0, o ángulo formado pelos vetores AB е BC, de vértice В, 6 


reto. Logo, AABC é retângulo. 
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10) Determinar um vetor ortogonal aos vetores V, = (1, -1,0) e Y; = (1,0, 1). 


Solução 


Seja V =(x,y,2) о vetor procurado. Para que Y seja ortogonal aos vetores we 
devemos ter: 


Û. «хулд 0,4, 0)-х-у-0. 
V. 26,2. (0,0, 4x20 
O sistema: 
x-y=0 
x+2=0 


é indeterminado e sua solução 6 
y=x 


2 


Isto significa que os vetores ortogonais a V, e Va são da forma (х, х, =). 
1-1). 


Um deles é o vetor 0, = 


Observação 
Os vetores da base canônica: 
(1-0,0,0, Î = (0, 1,0), Ё =(0,0, 1)} 


sio ortogonais entre si: 
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3.5  Angulos Diretores e Co-Senos Diretores de um Vetor 


Seja o vetor Y = xf + yj Ж. 
Ángulos diretores de Y são os ângulos a, f е y que Y forma сот os vetores 1,j е R, 


respectivamente (Fig. 3.5). 


Figura 3.5 


Co-senos diretores de V são os co-senos de seus ángulos diretores, isto é, cosa, cos f е 
«зт. 


Para o cálculo dos co-senos diretores utilizaremos a Fórmula 3.4-11: 


Pi беу) 0,00. x 
Ivilil НЕ! Ivi 
Y. 2)-(0,1,0) 
сөй- - 0). y 
ШИН Тура ІУІ 
ys VR _ хул) (0,0,1 E 
ІУТІКІ ШЕ Ivi 


BIBLIOTECA UNI-BH 
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3.51 Problemas Resolvidos 


11) Calcular os cosenos diretores e os ângulos diretores do vetor Ү-(6,-2,3). 


Solução 


VET VD = VD = 7 


cosa = ® = 0857 га = 31º ou 0,541 rad 


= 107º ou 1,566 тай 


12) Dados os pontos A(2,2,-3) e BG, 1,-3), calcular os ângulos diretores do vetor AB. 


AB=B-A=(3-2,1-2,-3-(-3)=(1,-1,0) 


А = TF FCI +O = уте 


1 27, 
cosas MIS ахан 
Y? 


Observação 


Como y=90*, o vetor AB é ortogonal ao vetor É ou ao eixo dos 2. Assim, sempre 
que um vetor tem nula a terceira componente, ele é ortogonal ao eixo dos 7 De forma análoga, 
um vetor do tipo ¥ = (O, у,2) $ ortogonal ao eixo dos x e um do tipo Y=(x,0,2) é 
ortogonal зо eixo dos y. 


naaa 
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3.52 Propriedades 


1) Seja o vetor V = (x, y, z). Designando o versor de Y por W, vem: 


lvl vl 


2 


сова, cos f, cosy) 
Portanto, as componentes do versor de um vetor são os cosenos diretores deste vetor. 
П) Сото о versor de ¥ é um vetor unitário, tem-se 
[(cos a, cos, соз ү)! = 1 
mas: 
(cos a, cos, cos y) = /costa+ cos? + cosy 
logo: 


costa + соёВ + созу 


costa + соз?В + cosy 


Portanto, a soma dos quadrados dos co-senos diretores de um vetor é igual a 1. 


3.5.21 Problemas resolvidos 
13) Ох ângulos diretores de um vetor são а, 45º e 60º. Determinar a. 
Solução 


Substituindo na igualdade: 


costa+ cos! В+ cosy = 1 
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В рог 45º e y por 60º, vem: 


cos! а + cos? 45º + cos? 60 


see (I (y 1 


ou: 


logo: 
a=60º ou a = 120° 


14) Um vetor V forma com os vetores T e Ў ángulos de 60º e 120º, respectivamente. 
Determinar o vetor V, sabendo que |Y|7 2. 


Solução 
Seja Y = (х,у, 2). No caso presente: a = 60º e B = 120º, 


logo: 
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portanto: 


Ү-(1,-1,,/2) ou V= 


36 Projeção de um Vetor 


Sejam os vetores U e Y, com i #0 е #0, e 0 o ángulo por eles formado, Preten- 
demos calcular o vetor w que representa a projeção de W sobre V. A Figura 3.6 ilustra as 
duas situações possíveis podendo ser 9 um ângulo agudo ou obtuso. 


Do triângulo retângulo, vem: 
D! 


ЫСЫ] 


! 
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a 
m 


Figura 3.6 


Como W e Ў têm a mesma direção, segue-se que: 


Хек, кек 
Então: 
MI 
= RI = аяа 
Ци lvl del 
logo: 


9 (5) 
(588) 
Portanto, o vetor projeção de U sobre Y (pr d -X)é 


"E а ye 
y imm 


G9 
proj. 0 


36.1 Problemas Resolvidos 


15) Determinar o vetor projeção de V =(2,3,4) sobre У = (1, -1, 0). 
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Solução 


Utilizando a fórmula: 


то]. = (zx SE 
шах, У.У 
obtém-se: 


(838134) өлөн (38 )өгхө 


16) Sejamos pontos A(1,2,-1), B(-1,0,-1) е C(2, 1,2). Pedese: 
a) mostrar que o triângulo ABC é retângulo ет А; 


8) calcular a medida da projegáo do cateto AB sobre а hipotenusa ВС; 


с) determinar o pé da altura do triângulo relativa ao vértice A. 


Solução 


а) Para mostrar que o ángulo A é reto basta mostrar que os vetores AB e АС sio 
ortogonais, isto é, AB . AC =0. 


-2,-2,0) e AC =(1,-1, 3), temos: 


-2,-2,0).(1,-1,3)=-2+2=0 
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b) Vamos calcular primeiramente o vetor projeção do vetor BR sobre o vetor BC. Pela 
Fórmula 3.6, sabe-se que: 


= (3,1,3), vem: 


у. (3, 1,3) __6+2 228 
843) GL 9-9 0.13) 779 6,13 


A medida da projeção do cateto AB sobre a hipotenusa BC é o módulo do vetor, ой seja: 
8 „5% „А 


c) Seja H(x, y, 2) o pé da altura relativa ao vértice А. 
mas; 


BH = proj. > ВА 
г 


Bü-H-B-(-CI)y-0,2-C1) 7 G* 1,y,2+ 1 


24 8 24 
Gi yit De (915719) 


Tendo em vista a definição de igualdade de vetores, vem: 
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Se Y é um vetor unitário, a fórmula (3.6) reduz-se a: 


pj ¿E Û, poi Ў.Ў=1 


Sendo W =(x,y,z), е considerando os vetores particulares 1 = (1,0,0, 7- 


, 1,0) 
e K=(0,0,1), resulta: 


Especificando, os vetores projeções do vetor 33144 +5K sobre os vetores Î, jÎ e R 
são 31,4] е SK, respectivamente. 


37 Ргоашо Escalar no IR? 


Todo o estudo feito neste capítulo em relação а vetores do IR? € válido também no R. 


Considerando os vetores U = (ху, ys) e Y = 


(ха, Ya), temos: 


чу 


a) xa tYyy o. 
ъ= yuu = xf ty? 


c) validade das mesmas propriedades do produto escalar 


so 


Geometria analítica. 


Ф) se 8 €o ângulo entre 150 e у #Û, então 


rer] 


== 
ІШУІ 


е) LV se, e somente se, V. Y =0; observemos que vetores do tipo (a,b) е (-b,a) 
sio ortogonais 


f) se а e $ são os ângulos diretores de U, enti 


cosa= E e copo 


lul lul 


8) costa + cos? = 1 


Dados os vetores U = 


dy tok e V=xai + yj tz, tomados nesta ordem, 


chama-se produto vetorial dos vetores W e V, езе representa por Y x v, ao vetor: 


T xV = iza yd бала -ахд + Guy = vix) E 


Cada componente deste vetor pode ainda ser expresso na forma de um determinante de 


28 ordem: 
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pois о 20 membro de 38 é o desenvolvimento deste determinante simbólico segundo os ele- 
mentos da 18 linha, observada a alternáncia dos sinais que precedem os termos desse 29 membro. 
Na verdade, o símbolo à direita da igualdade(3.8-1)não é um determinante, pois a primeira linha 
contém vetores ao invés de escalares. No entanto, usaremos esta notagáo pela facilidade de memo- 
rizacáo que ela propicia no cálculo do produto vetorial. 


Observação 


O produto vetorial do vetor U pelo vetor V é também indicado por V AY e se lé 
“$ vetorial V”. 


Exemplo 


Cálculo do produto vetorial dos vetores U = 


- 
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ou: 


¥ xt =(0-4)Î- (3-5) +(4-0K 


хб йна 


Logo, os vetores V XY e V ХЕ são opostos, isto é, W xV T, о que significa 


que о produto vetorial não é comutativo. 


39 Propriedades do Produto Vetorial 


Veremos que algumas propriedades do produto vetorial estão intimamente relacionadas 
com propriedades dos determinantes. 


D VV d, qualquer que seja Ч. 
De fato, de acordo com a definição: 


ізі 
а 
ху а 


Tendo em vista uma propriedade dos determinantes (... duas linhas iguais ..: 


Чхш=о 
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ME 


De fato, de acordo com a definição: 
тїї 
х у a 

х Уу 2 
d qd 
won 


ху a 


Tendo em vista uma propriedade dos determinantes (... trocando-se entre si duas linhas 


zx 


НЭР ГЭЭ 
TRAS 
Kxi-dxk 


ш) ux(v*w)euxv*uxw. 


De fato, se 


хүж 


=x ty + 2k, 


+# = (xa + xo) Î + (ya туу + (za наа 


1 3 X 
G| хоо» a 


Xa FX Ya +Уз atz 
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De acordo com uma propriedade dos determinantes (... cada elemento de uma linha é uma 
soma de duas parcelas ...): 


a 


De fato: 


De acordo com uma propriedade dos determinantes (.; quando se multiplicam pelo múme- 
ro m todos os elementos de uma linha...): 


13% 
(хм |o à ^ 


а y» 


Portanto: 


(mi) ху =m x Y). 
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Observação 


Do mesmo modo, demonstra«e que: 


V) U x Y = бзе,е somente se, um dos vetores é nulo ou se V e V são colineares. 
De fato: 


a) Se @ € nulo, as suas componentes são (0, 0, 0): 


d Тәй 
0 0 0 
мо» a 


todos nulos ...): 


b) Se nem W nem V são nulos, mas se U e V são colineares: 


тш 


Пепа + my] + mak, 
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Reciprocamente: se W x Y «0, as componentes de W x Y мо todas nulas, isto é, os 
determinantes 

уа аар uy 

» а || са | y 


мо todos nulos. Isto significa que, ou x, "y, =з = 0, ош х,у, são proporcionais а 
Xa, Ya, ta; por conseguinte, ou U =0, ou W е У são colineares, 


VI) «V. ortogonal simultaneamente aos vetores V. e Y, 


“Tendo em vista o que dispõe o Item 3.4-11 do produto escalar, se 


VG x= A), 


3 у а БЕ моу 
шин EZ 

nom X) da a y 
logo: 

муа 


ауа | =0 


ana 
de acordo com a propriedade dos determinantes (... duas linhas iguais .... 
De form 


Ў х= БА 
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logo: 


VA [a y aj 70 


de acordo com a mesma propriedade dos determinantes. 


Por conseguinte, V. x 4 ortogonal simultaneamente aos vetores U e Y. 


Exemplo 


FAR éovetor: 


O produto vetorial dos vetores Y = 3Î + 2Î -4F e V= 
=-6f 11] -10K 
O vetor V «V. € ortogonal, simultaneamente, aos vetores U e V. De fa 


(x). =-6(3) - 1102) - 1084) = -18-22 +40=0 


@ х7).7--62)-14-2)-100)--12% 22 


0-0 


VII) Os vetores Ù, Y e Wx Ў têm as direções das arestas de um triedro Oxyz direto (se um 
sacirolhas, girando de um ángulo menor do que ж. de Ox para Oy, avançar no sentido positivo 
de Oz, о triedro é direto). 


Tendo em vista que. 


e que os vetores С xY e Y xi são simultaneamente ortogonais a 9 e Y (Fig 394), os 
vetores d, Y e U XV têm as direções das arestas de um triedro direto, enquanto os vetores 


ШУ e Y xu têm as direções das arestas de um triedro não direto. 
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< 


= 
= 


Figura 392. 


Considerando os vetores da base canónica (7,7, K }, е observando que 


11 RF 
Teje|r 0 0 
010 
isto é 
DIE 


concluise que os vetores È j ¢ Ё têm as direções das arestas de um triedro direto. Também 
costuma-se dizer que a base (1,j, К) é de sentido positivo e, no momento em que o sentido 
fica caracterizado, ao adotarmos uma ordem circular (Fig. 3.9-b) para estes vetores, o sentido 


z 4 


Figura 3,94 
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se mantém, isto é, as bases (j, K,1) e (K,1,37 também têm sentido positivo. Em outras 


palavras, podemos, neste caso, também dizer: o produto vetorial dos dois primeiros vetores destas 
bases € igual ao terceiro. 


уш) pu xvi? 2lup Iv? -( vy. 


De fato: 

usi [Psi ха). [my] 

12 із hs 
Y a жа x у: 


logo: 
lr ye tnos Ya yix 
Por outro lado: 


WI ISP od +] rra) 


Gy «(цац уу tnn 
Efetuando as operações indicadas, verifica-se que: 
| ху = [up - үу 


A identidade acima, conhecida como Identidade de Lagrange, também pode ser expressa 


аху) MEM DE Y) -Q VP. 


=: 
н 


IX) Se u # Û, у # ese 0 éo ángulo dos vetores 
ЕЛЫ sene 
De fato, de acordo com a Identidade de Lagrange: 


PP IRE YY 
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ou 
ЕЛ ЛЕК АХ IRL e | 
lu xv? =I INI - Cu II cos еу 
ISP «ШҮР - ISP IYI coto 
Iu x VI? = [Up IT 01 - 00820) | 
cos! 8 = sen! 6 І 
logo 
I x VP = pup [VP sento 
е, finalmente 


I xY= IIIT seno 
X) O produto vetorial não é associativo. 


De fato, o vetor u x (v x W) é coplanar com Y е W, ao passo que о vetor (U х V) x W 
é coplanar com Ч e Y. Então, em geral: 


ГЕКЕ СЕК ЕЗ 
3.10 | Interpretação Geométrica do Módulo do Produto Vetorial 
Че Dois Vetores 


Geometricamente, o módulo do produto vetorial dos vetores u e Y mede а área do 
paralelogramo ABCD determinado pelos vetores u = АВ e Y = AC (Fig. 3.10-4). 
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De fato: 


Área ABCD = || h 
h= [V] seno 


Área ABCD = | u| |V] seno 
mas: 

[Ux VI = ІШУІ жаб, 
logo: 


1U xl = Área ABCD. 


3.10.1 Problemas Resolvidos. 


17) Determinar um vetor unitário simultaneamente ortogonal aos vetores V=(2,-6,3) e 
Y =(4,3,1). 


Solução 


_A propriedade VI do produto vetorial afirma que o vetor d x Y, como também o vetor 
Y xÑ, é simultaneamente ortogonal a Y e Y. Logo, os versores de U «Y ede Y XU cons- 
шет a solução do problema. 


"ТЕ 
хо [ek а ЭГ Ea | МЕ 
хў a 
Ў а:1| а 3 
431 


өш 


û x ¥ = (6-9) -(2- 12) + (6+ 24)K 


Түний +10] + 30K 
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| 


isto é 
VV = (-15, 10, 30) 
Tendo em vista que U x Y = 
Vox V = (15, -10, -30) 
Logo, os correspondentes versores são: 
ETA Зу E DEVE: =4 (15, 10,30) = (5. 26 
831 
tow 
Observação 


Daqui por diante, com 0 objetivo de proporcionar ao estudante а oportunidade de auto- 
avaliar seus conhecimentos, não serão realizados, durante а solução de um problema, os cálculos 


sobre assuntos já vistos anteriormente, a não ser em casos especiais. 


Assim, por exemplo: 


1) O determinante simbólico 


к 
2 6 3 
d ird 


3| = (-15,10,30) 


em lugar de ser desenvolvido por uma linha como foi feito no problema anterior (дезе 


volvimento do determinante pela 18 linha). 
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2) Quando um vetor for definido pelas coordenadas da origem e da extremidnde, como, por 
exemplo, A(1,-2, 1) с B(2,-1,4), escrever-sc-á simplesmente 


ж 


кй, 
em lugar de: 
АЁ =B- А = (2-1, -1-(-2), 4-1) =(1,1,3). 


3) Sc se tiver um vetor u -(4,-2,1) с um vetor Y = (3.6, 


4) c se necessitar do vetor 


1 - V, oscroversc-á simplesmente 
ev e(1,-8,5), 


em lugar do: 


“-У 


(4,2, 1)43,6,-4) = (4 


-1-6,1-(-4 


(1,-8,5) 


4) Operações vom Matrizes, cálculo de Determinantes c resolução de Sistemas de Equaçãos 
Lincaros, quando intemiers ла solução de um problema, terão somente as respostas, 
ша vez que esses assnntos so constituem om conteúdos de revisão. 


Шаба, оа cálculos de assuntos já abordados ficarão a cargo do estndante, i titulo 
de exereício. Se as respostas encontradas conferirem com as apresentadas, ótimo. Entre. 
tanto, se após algumas tentalivas não houver completa concordância, 6 sinal de que. 
provavelmente, o assunto deve ser revisto. 


18) Dados os vetores W = (1,2, 


. calcular a área do paralelogramo deter. 
lo pelos vetores ЗҮГ e Y - n 


Solução 


8 


emos que a área А é dada por 
Ac (30) x (f =I 


mss: 
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(15, -9,-3) 


Por conseguinte: 


VISF8TFO = /313 = 3,3% ua. (unidades de área) 


(15, -9, -3) 


19) Sejam os vetores ш =(3,1,-1) e V= (a,0,2). Calcular o valor de a para que a área do 
paralelogramo determinado por Y e V seja igual a 2/07 
Solução 
A área do paralelogramo é dada por 
Ае xl 
Deseja-se que: 
шху|-2у6 


mas: 


54 


Ц2,-6-а,-ай-2/ E 
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ANS 
Elevando ao quadrado ambos os membros da igualdade, vem. 


4369 124+ +a? = 24 
2 + 12а+16=0 


DEL TTD, 


Resolvendo esta equação do 29 grau, tem-se: 


as-4 ou as 


20) Calcular a área do triângulo de vértices А(1,-2,1), B(2, -1,4) е С(-1, 3, 3) 


Solução 


A Figura 3.10:b mostra que, a partir do triângulo ABC, é possível construir um paralelo- 
gramo ABDC, cuja área é o dobro da área do triângulo. 


с р 


EPA dh À 


Figura 3.102 


Considerando o paralelogramo determinado pelos vetores AB e АС, concluise que a 
área A do triângulo é 


l LAB x aC 
АД ТАВ x AC | 
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mas 
101 É 
АхАб- | 1 1 3|=6,-30 
2 -l 2 
ТАВ x АС = STE CB) *1? = 2546441 = 4/90 = 3/10 
logo: 


NEO 


XM = STO ua. 


3.11 Produto Misto 


Dados os vetores Vx жу жай, ену aR е wesley] tok, 
tomados nesta ordem, chamase produto misto dos vetores W, Y е W ао número real 
T.G x W). Indica-se o produto misto por (u, v, w). Tendo em vista que: 


T ToE 
fI 5 је а х Р 
Үд | ж n |. | 15| 5 ЭГ р 
» а э» жо» 
син 


é levando em consideração a definição de produto escalar de dois vetores, o valor de u . (¥ х W) 
é dado por: 


PE Wa. e 


0,7, = 


Y» а 
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ош 
my à 
энээ 
эз уз озу 

Exemplo 


2 3 5 
y Xu 1-4 3 3| «77 
4 3 2 


3.12 Propriedades do Produto Misto 


1) (Ў, У, W) =0 se um dos vetores é nulo, se dois deles são colineares, ou se os trés são 
coplanares, 


De fato: 


а) se V. é nulo as suas componentes são (0,0,0): 


9) Se nem U, nem Y são nulos, mas se V e Y sto colineares: 
vem 


ou 


U mul + my] + mzak, 
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A » арто 


ө о» ^ 


дзен são coplanares, o vetor Y x W, por ser ortogonal aos vetores Y е W, é 
ortogonal ao vetor V (Fig. 3.124). 


Se V e ¥ x ¥ são ortogonais, о produto escalar V. x W) é nulo. É fácil verificar 
que, reciprocamente, se nenhum dos vetores U, e W, é nulo e se dois quaisquer deles não são 
colineares, o anulamento de (i, Y, W) significa que 1,7 е W são coplanares. 


Peun 3124 
Repetindo: se 1,7 е W são coplanares, (1,7, W) =0. 


Esta propriedade é de fundamental importância em vários tópicos а serem estudados. 


De forma análoga, dizemos que quatro pontos А,В,С e D pertencem a um mesmo 
plano (Fig. 3.124) se os vetores AB, АС е AD forem coplanares, isto é, se 


(AB, AC, AD)=0 
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D 
D © 
А D ^ 
3, в 
Trés vetores Trés vetores ndo 
coplanares coplanares. 
Figura 3.124 


1) O produto misto independe da ordem circular dos vetores (Fig. 3.12-0), шо é 


БН 
a 


Figura 3.120 


Entretanto, o produto misto muda de sinal quando se trocam as posições de dois vetores 
consecutivos, isto 6: 


(1,0, 9) e -G, 1,4) 


Esta propriedade do produto misto é uma consequência da propriedade dos determinantes 
relativamente à circulação de linhas e à troca de duas linhas. 


Observação 


Resulta desta propriedade, denominada propriedade cíclica, que os sinais . e х permutam 
entre si no produto misto de trés vetores: 


ES 
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ш) (Y, s +=, w+.) 
Demonstração: a cargo do leitor. 

IV) (8, Y mw)- (7, mv, S) = (mi, V, W) = mE, TW) 
Demonstração: a cargo do leitor. 


Observação 


O produto vetorial e o produto misto não são definidos no IR? 


3.321 Problemas Resolvidos 
21) Verificar se são coplanares os seguintes vetores 


4.0-4,4, Y=(1,0,-1) e Y=(2,-1,0) 


Solução 
Os trés vetores são coplanares se 
Q, y W)=0 


3 24 
Qn 04] --жо 
2. з i0 


Logo, os vetores ndo 540 coplanares. 
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22) Qual deve ser o valor de m para. 


sejam coplanares? 
Solução 
Para que 4,b e С sejam coplanares, devese ter; 
6.8.9-0 
isto é: 
m 24 
1-4 aja € 
02 4 
ош 
-Am+6m-8+2=0 
e 
2m-6=0 
2856 
т=з 
23) Verificar se os pontos A(1,2,4), B(-1,0,-2), 
mesmo plano, 
Solução 


Os quatro pontos dados são coplanares se forem 
para tanto, deve-se ter 


сор 


(АЙ, АС, 


AC, 


AD)=0 


que os vetores d = (m,2,-1), Ё = (1,1, 3eT=(0, 


-2,4) 


С(0,2,2) е D(-2,1,-3) estão no 


lanares os vetores AB, AC е AD, e, 


| Ho бетаги амийн: 


-2 -2 -6 
(AB, AC, AD) = |1 0 2 0 
g od 


Logo, os pontos dados são coplanares. 


3.13 Interpretação Geométrica do Módulo do Produto Misto 


em módulo, ao volume do paralele- 


Geometricamente, o produto misto Ù. (V х W) é igual, em mó 
= AB e w = AC (Fig. 3.134). 


pípedo de arestas determinadas pelos vetores u = AD, v 


Figura 3.134 
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Sabe-se que o volume У de um paralelepípedo é: 


V = (área da base) х (altura) 
ош 

V=A, xh 
mas: 

Ap IU 


© sendo 0 о ángulo entre os vetores Û e V х w, lembrando que o vetor Y х W é perpendi- 
cular à base, а altura do paralelepípedo é dada por: 


ИГ 


(É necessário considerar o valor absoluto | cos 01, pois 0 pode ser um ângulo obtuso.) 
Logo, о volume do paralelepípedo 6: 
V=|V x WI UI cos 0] 
ou: 
МТУ x Wi cos 01 
Fazendo 
Үхэ, vem: 
Ме сове] а) 
mas, de acordo com (3.4-1): 
КОК. 


e, em consequência: 


1. dI HL REL cos 8] 0 
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Comparando (1) com (2), vem: 
Цаг 
Logo 


3131 Volume do Tetraedro 


Todo paralelepípedo é equivalente a dois prismas triangulares iguais, Como todo prisma 
triangular equivale a três pirámides (que no caso são tetraedros) de base е altura equivalentes à 
base e à altura do prisma, o volume de cada uma destas pirâmides é Ї do volume do paralelepípedo. 


Sendo A, В, Се D quatro pontos do espaço, não situados num mesmo plano, e trés a trés 
não colineares (Fig. 3.13-b), as arestas do paralelepípedo são determinadas pelos vetores АВ, 


AC e AD e, portanto, o volume do tetraedro ABCD é: 


IAB, АС, ADI 


3132 Problemas Resolvidos 


24). Dados os vetores Û = (x, 5, 0), Y = (3, -2, 1) e W=(1, 1, -1), calcular o valor de x 
para que o volume do paralelepípedo determinado por W, Y e w seja 24 uv. (unidades de 
volume). 
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Solução 
O volume do paralelepípedo é dado por: 
V4, Y ж) 

e, no caso presente, deve-se ter: 


IQ. V, w)1=24 


mas 
x s 0 
з 2 1 | «хэ 
Pow 
logo: 


Ix+20]=24, 


que, pela definição de módulo, implica duas hipóteses: 


х+20=24 
ou: 

-х-20=24 
portanto; 

X74 oux=-44 


25) Calcular o volume do tetraedro cujos vértices são: А(1,2,1), B(7,4,3), C(4,6,2) e 
D(3,3,3) 
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Solução 
O volume do tetraedro é dado por: 


уг (RB, AC, Абу! 


mas 
AB =(6,2,2) 
АС =(3,4,1) 
АР = (2,1,2) 
e 
6 2 2 
QEAGAS-|3 4 ajaa 
2 1 2 


Portanto, o volume do tetraedro 6: 


1 z 
у-<.24-4 иу. 


3.14  Duplo Produto Vetorial 


Observação 


Tendo em vista que o produto vetorial não é associativo, em geral 


Tx xU xX) xw 
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3.15 Decomposição do Duplo Produto Vetorial 


O duplo produto vetorial pode ser decomposto na diferença de dois vetores com coeficientes 
escalares: 


AAA 
Сот efeito, o vetor Y x (V x W) é coplanar com Y е W, isto é 
ОО (8154) 


men, escolhese а base ortonormal (i ў, К} com | paralelo a V, 
345). 


Para determin: 
T coplanar com Y e w,e K paralelo a V x w ( 


Figura 315 


De acordo com a Figura 3.15 pode-se escrever: 


(34540 
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ou: 


logo: 


Por outro lado: 


d F 
IS |= acy -ag 
о о ac 


Vx асу ac + abad -abat 


С) 


Mx (V x w) =a (bx + су) -ах( 


Tendo em vista as igualdades (3.15-11): 
Vx (x w) = (bx + cy) V - axw. (3154) 
Comparando as igualdades (3.15-1) e (3.15-Ш), vem: 


m=bx+ey 


n=-ax 


Mas de acordo com a definição de produto escalar е tendo em vista as igualdades 3.15-11 


n 
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Substituindo men em (3.15-): 


CA 


Esta fórmula pode ser escrita sob a forma de determinante: 


E y 2 
ах(ухж-| ++ >> 
шу uw 


Exemplo. 
Se d 231-2] - 6k, V =2Ї-] e W=1+3] хай, temse: 
Ч.Ү-зх2-2х(-1)-6х0-8. 
%.%-3х1-2х3-6х4--27, 
logo: 
КЕЛЕ? 7 s 
E lue 
Tr ur 


б у= --21(1-1)-80 «3j + ak) 
E x ( x W) =-42Î + 21] -8Ї - 24] - 32K --501-31-328.. 


Por outro lado: 


101 х3-3х2-4х6=-27 
V=1x2-3x1+4x0 


tn 
< 


8 


% 
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Ww x х) + 27 --G - 3 - 6k) + 27H 3) 
Wx(dxv)--3143j +6К +54 -27] = Sit -25] «6k. 


Comparando Ч x (7 x W) e W x (U х V), verificase que: 


xx WAW xxv) 


3.16 Problemas Propostos 


1) 


3) 


4) 


5) 


9 


7) 


8) 


9) 


10) 


Dados os vetores V =(1,2,Za=1),V=(0,2-1,1) e ¥= (a, =1, 1), determinar a de 
modo que u .v = (и +v). w. 


Dados os pontos A(-1,0,2), B(-4,1,1) е С(0,1,3), determinar o vetor X tal que 


2% - AB = x + (BC . AB) АС. 
Determinar o vetor V, sabendo que 
(3,7, 1) +2 -(6,10,4)-7. 


Dados os pontos A(1,2,3), B(-6,-2,3) e С(1,2,1), determinar o versor do vetor 
ЭВА - 286, 


Verificar se sio unitários os seguintes vetores: 


>, sgi i 
U=(1,1,1) e Y Gr 26) 

Determinar o valor de л para que o vetor Y = (n, 2-5) seja unitário. 

Seja o vetor Y = (m+ 7)1 +(m+2)j + Sk. Calcular m para que 171 = 38. 


Dados os pontos A(1,0,-1), B(4,2,1) e C(1,2, 0), determinar o valor de m para que 
IYI =7, sendo Y =mAC + 


Dados os pontos A(3,m-1,-4) е B(8,2m-1,m), determinar m de modo que 
(АВ | - V35. 


Calcular o perímetro do triángulo de vértices А(0,1,2), B(-1,0,-1) e С(2,-1,0). 
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13) 


14) 


Obter um ponto P do eixo das abscissas equidistante dos pontos A(2, -3, 1) B(-2, 1,-1). 


Seja o triângulo de vértices А(-1,-2,4), B(-4,-2,0) е C(3, -2, 1). Determinar o ângulo 
interno зо vértice B. 


Os pontos A, B e C são vértices de um triángulo eqúilátero cujo lado mede 10cm. Calcular 
о produto escalar dos vetores АВ е AC. 


Os lados de um triángulo retángulo ABC (reto em A) medem 5, 12 e 13. Calcular 
AB. AC + BA. BC + СА. CB. 


Determinar os ángulos do triángulo de vértices A(2, 1,3), B(1,0,-1) е C(-1,2, 1). 


Sabendo que o ángulo entre os vetores 0 =(2,1,-1) e Y=(1,-1,m+2) 6-7, 


determinar т. 


Calcular n para que seja de 30º o ángulo entre os vetores Y =(1, n, 2) e Î. 


Dados os vetores 3 =(2,1,0), Б-(в%2,-5,2) e, 8-22, 8,0), determinar o valor 


de a para que o vetor à +È seja ortogonal ao vetor 2-2, 


-1,2), tal que V.U --48, 


Determinar o vetor Y ortogonal ao vetor V =(2,-3,-12) e colinear ao vetor W = 


Determinar o vetor Y, paralelo ao vetor w 


Determinar o vetor V, colinear ao vetor Y =(-4,2,6), tal que V. 
Y =(-1,4,2). 


Provar que os pontos A(S, 1,5), B(4,3,2) е C(-3,-2,1) são vértices de um triángulo 
retângulo. 


Hr ye 


Qual o valor de а para que os vetores à =ai + Sf -4К e D=(0+1)1+2 + 4K. sejam 


ortogonais? 


Verificar se existe ángulo reto no triángulo ABC, sendo А(2, 1,3), B(3,3, 5) е C(0, 4, 1) 
Os ángulos diretores de um vetor podem ser de 45%, 60% е 90°? Justificar. 


Os ángulos diretores de um vetor são 45º, 60º е y. Determinar y. 
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27) 


28) 
29) 
30) 


3) 


32) 


33) 
34) 


35) 


36) 
37) 


38) 


40) 


41) 


42) 


Determinar o vetor Y, sabendo que |V|-5, Y é ortogonal ao eixo Oz, Y. W =6 e 


же +3. 


Sabese que I1 =2, сова = Le cosg = - + - Determinar Y. 
Determinar um vetor unitário ortogonal ao vetor Y = (2, -1, 1). 
Determinar um vetor de módulo 5 paralelo ao vetor Y =(1,-1,2). 


O vetor V é ortogonal aos vetores V =(2,-1,3) e W=(1,0,-2) e forma ángulo agudo 
сот o vetor 7. Calcular Y, sabendo que |v|=3 VF 


Determinar o vetor V, ortogonal ao eixo Oz, que satisfaz as condições Y. Y, =10 € 
V.V, 7-5, sendo Y, =(2,3,-1)e 7, =(1,-1,2). 


Determinar o vetor projeção do vetor Y =(1, 2, -3) па direção de Y =(2, 1, -2). 
Qual o comprimento do vetor projeção de U = (3, 5, 2) sobre o eixo dos x? 


Se o vetor AB tem cosenos diretores p, q e г e ângulos diretores a, f е т, quais são os 
сочепов e os ângulos diretores de BA? 


Mostrar que se U e Y são vetores, tal que Y +Y € ortogonala 2-7, então (01-171. 


Mostrar que, se U é ortogonala Ve Y, Y é também ortogonal a Y + v. 
(2127 


Calcular o módulo dos vetores U + sabendo que 141-4, (У1-3 eo ângulo 


entre геу é de 60º 


Sabendo que 14-2, |71-3 e que U e formam um ângulo de JE rad, determinar 
108 - v). (29) 


-W, sabendo que 1з7%%-0, (4142, (143 e 


O vetor V é ortogonal aos vetores 3 =(1,2,0) е 5 =(1,4,3) е forma ángulo agudo 
сот о eixo dos x. Determinar Y, sabendo que |V] = 14. 


Dados os vetores u =(2,-1, 1), Y =(1,-1,0) e Y =(-1,2,2), calcular: 
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43) 


4) 


45) 


46) 


4n 


48) 


49) 


50) 


аууху 

Бух - Û) 
JM) 

а) ош) х (W) 

$ x. XY) 
Bx) evi xw) 
DG XV)XW e xxw) 


BH) ey). xw) 


Dados os vetores à = (1,2, 1) e ® =(2, 1,0), calcular: 


a) a x (+P) 


9) (+ 25) « (6-28) 
Dados os pontos A(2, -1,2), B(1,2,-1) е C(3,2, 1), determinar o vetor CB x (BC - 2CA). 


Determinar um vetor simultaneamente ortogonal aos vetores 2a tb е b -a, sendo 
2-(3,-1,-2) e B =(1,0,-3). 


Dados os vetores, 3=0, 1,2), B=(3,4,-2) e mostrar que 
Т.Фхоу-й x b) e 
Determinar o valor de т para que o vetor W =(1, 2, m) seja simultaneamente ortogonal 


aos vetores V, =(2,-1,0) e Va =(1,-3,-1) 


Dados os vetores л, 55,-2) е W=(3a,x,y), determinar x e y para que 


Үхэ. 


Determinar um vetor unitário simultaneamente ortogonal aos vetores V; =(1, 1,0) е 
Va =(Q, -1,3). Nas mesmas condições, determinar um vetor de módulo 5 


Mostrar num gráfico um representante de cada um dos seguintes vetores: 


aj x 
0) 3î x 2R 


[Л 
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51) 
52) 


53) 


54) 


55) 


56) 


57) 


58) 


59) 


60) 


61) 


62) 


Sabendo que (21-3, ІБІ- VF е 45° € о ângulo entre а e Б, calcular [a x | 
Se |ШхУ|-3 VF, (4-3 e 60º é o ángulo entre U e v, determinar |V| 


Dados os vetores 2 -(3,4,2) е 
ao mesmo tempo ortogonal aos vetor 


Calcular a área do paralelogramo definido pelos vetores V (3,1,2) е V=(4,-1,0) 


Mostrar que o quadrilátero cujos vértices são os pontos А(1,-2,3), B(4, 3,-1),C(5,7,-3) 
е D(2,2, 1) é um paralelogramo e calcular sua área. 


Calcular а área do paralelogramo cujos lados são determinados pelos vetores 21 e -У, 


sendo U =(2,-1,0) e Y =(1, 3,2). 


Calcular a área do triángulo de vértices 
a) A(-1,0,2), BCA, 1, 1) e C(0,1,3) 
b) A(1,0, 1), B(4,2, 1) e C(1, 2,0) 

¢) АО, 3, -1), BG, 1, -2) e C(-1,0,2) 
d) A(-1,2,-2), B(2,3,-1) e C(0, 1,1) 


Calcular a área do paralelogramo que tem um vértice no ponto A(3, 2, 1) e uma diagonal 
de extremidades B(1, 1, -1) е C(0, 1,2). 


Calcular x, sabendo que A(x,1,1), B(1,-1,0) e C(2,1,-1) são vértices de um 


triángulo de área 


7 


Dado o triângulo de vértices A(O, 1,-1), В(-2,0,1) е С(1,-2,0), calcular a medida da 
altura relativa ao lado BC. 


Determinar v tal que V seja ortogonal ao eixo dos y e u =¥ x W, sendo u -(1, 1, -1) 
e ¥=(2,-1, 1). 


Dados os vetores =(0,1,-1), Y=(2,-2,-2) e W=(1,-1,2), determinar o vetor X, 
paraleloa ¥, que satisfaz à condição: x х 
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63) 


6) 


65) 


6) 


вту 


68) 


69) 


70) 


т) 


Dados o vetores rt =(2,1,0) е rz (3,-6, % determinar o vetor x que satisfaz a 
relação Y =i x X € que seja ortogonal ao vetor w =(1,-2, 3) 


Demonstrar que à xB =B хе 


Sendo que PDS 
Зай d ii 


a) determinar o número real т tal que 4-17 seja ortogonala V; 


b) mostrar que (U + V) х(4-Ұ)-2У x V. 


Demonstrar que o segmento cujos extremos são os pontos médios de dois lados de um 
triângulo é paralelo ao terceiro lado e igual à sua metade, 


Verificar se são coplanares ов seguintes vetores: 


a) Û =(3,-1,2)}, Y (1,2,1) e 4 (2,2,4) 
7,-1,2) 


b) =(2, -1,0), Ү-03,1,2) еж 


Verificar se são coplanares os pontos: 


a) AQ, 1,1), BC2, -1, 3), C(0,2, -2) e D(-1,0,-2) 


b) A(1, 0,2), B(-1,0,3), C(2,4,1) e D(-1,-2,2) 
©) AQ, 1,3), B(3,2,4), С(-1,-1,-1) e DIO, 1,-1) 


Para que valor de m os pontos A(m, 1,2), B(2,-2,-3), C(5, -1, 1) e D(3,-2 -2)sto 
coplanares? 


Determinar o valor de K para que os seguintes vetores sejam coplanares: 


а) =0,-,0, B=(1,0,2) e 2-039 


в 
HE, 8-011,-3) e C=(,1,4) 


2-0,1), B=(1,2%) е 


RS 


Sejam os vetores 1 = (1, 1,0), Y =(2,0,1), w, 
Determinar o volume do paralelepípedo definido por W1, Wa е Wa 
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72) Calcular o valor de m para que o volume do paralelepípedo determinado pelos vetores 
Үе], Үү 6 +m -2R e Уул A +K seja igual a 10. 

73) Os vetores R =(2,-1,-3), 8 =(-1,1,-4) е F=(m+1,m, =1) determinam um para: 
lelepfpedo de volume 42, Calcular т. 

74) Dados os pontos A(1, =2, 3), B(2,-1,-4), C(0, 2,0) е D(-1,m, 1), determinar o valor 
de m para que seja de 20 unidades de volume o volume do paralelepípedo determinado 
pelos vetores АВ, АС e AD. 

75) Calcular o volume do tetraedro ABCD, sendo dados: 


9) A(1,0,0), B(0, 1,0), C(0,0, 1) e D(4,2,7) 


b) A(-1, 3,2), B(0, 1,-1), C(-2,0, 1) e D(1, -2,0). Para este, calcular também a medi 
da altura traçada do vértice A, 


3.16.1 Respostas dos Problemas Propostos 


1) 


2) 


3 


4) 


5) 


6 


7) 


8) 


9) 


a=2 11) 0,0,0) 
X =(-17, -13,-15) 12) 49) 
Y=(,1,1) 13) 50 
СОД, 45 
Gp 14) 169 
S é unitár 15) À a 10 
unitário Sarco 
уз 
y YE 
5 YE 
4 ou -5 
3 ou- Р 
ES 16) 
3 ou -1 17) 
AVI + VF) 18) 3 ou -6 
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9? 


(3,3, -6) 
eG. мек 

@,-1,-3) 

ВА BÈ =0 

-3 ou 2 

А 

Não, cos? 45º + cos? 60º + cos? 90° 4 
60° ou 120º 


(4,3,0) ou (-4,3,0) 


39) 


40) 


an 


42) 


43) 


44) 


45) 


46) 


26+153 


(12,-6,4) 


4)(2,2,1) 

b) (-1,-1,0) 

0) (-2,-2, 2) 

4) (6, 6, -6) 

өз 

Л-16-1 

8) (4,-1,3) e (1,-4,-6) 
ni 


a) (72,4, -6) 
b) (4, -8,12) 


(12, -8, -12) 
(3,7,1), x ER 


3. дею (a xP). 


47) -5 


48) 


49) 


x=-15b, у= 


Duas soluções para cada caso 
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5) 3 61) (4,0,1) 
52) 2 
6 3 15 
53) CPUS ст 
VB VAS C 70 
s4) vim 
55) МӘ 67) а) Não; Б) Sim. 
56) 6V5 68) a) Sim; b) Não; c) Sim. 
57) a) V6 69) m=4 
2 
5l 
^3 7) )6 ; MF: 02084 
9 
PEL 71) 44ux, 
2 
4)26 72) бош 4 
зв) үт 7 200-5. 
59) 3 out 
5 74) 60u 2 
33! 
© E 75) а)2 


CAPÍTULO 


4 


A RETA 


4.1 Equação Vetorial da Reta 


ja r uma reta que passa pelo ponto А e tem a direção de um vetor não nulo Y Para 
que um ponto P do espaço pertença à reta r, é necessário e suficiente que os vetores АР e V 
sejam colineares (Fig. 4.1), isto € 


AP = ty 
ou 
P-A ааа) 


Figura 4.1 


De (4.1-1), vem 


р-АНУ 


% 
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ou t 


қ 
(су. 2) (ка Yi, Z1) + ta, b, с), аар 


se Р(х, уул), AQ, Yi, Z1) е a, b, c). 


Qualquer uma das equações (4,1-1) e (4.141) é denominada equação vetorial da reta г. 

O vetor V (a, b, c) é chamado vetor diretor da reta r e t é denominado parámetro. 
É fácil verificar que a cada valor de t corresponde um ponto particular P: quando 1 varia de 
=% а+ o ponto P descreve a reta r. 


Exemplo. 


Determinar a equação vetorial da teta г que passa pelo ponto A(3, 0, -5) e tem a direção 
do vetor Y e 21 3j - Kk. 


Designando por P(x, y, 2) um ponto genérico dessa reta, tem-se: 
PAR, 


isto é; 


(хуул -8)%42,2,-1) 


Quando t varia de - a ^, P descreve a reta r, Assim, se 1-2, por exemplo: 


(х,у, 2) = (3,0, -5) + 2(2, 2, -1) 
(х,у, 2) =(3,0, -5) + (4,4, -2) 
(х,у, 2) 80,4, -7) 


O ponto P(7, 4, -7) é um ponto da reta т. 


Reciprocamente, à cada ponto P г corresponde um número real t. Por exemplo, sabe-se 
que o ponto P(7, 4, -7) pertence à reta 


rs y 2)= (3,0 


ШЫП 


logo, é verdadeira a afirmação 


(7,4, -7)= (3, 0, -5) + 42,2, -1), para algum número real t. 


"TE M 


Dessa igualdade, vem: ! 


10,2, -1) =(7, 4, -7) - (3,0, -5) | 
10, 2,-1) 7 (4, 4, -2) | 
(21, 21, -1) =(4, 4, -2) 


Da definição de igualdade de vetores, vem: i 


23 | 
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genérico e um ponto dado, respectivamente, da reta r, e V = al + bj + ck um vetor de mesma 


Sejam (0,7,7, K) um sistema de coordenadas, Р(х,у, 2) € A(x, yi 24) um ponto 
direção de г. | 


Da equação vetorial da reta r: 


РАІЎ, 


" | 
(x yz)? (Xis Yis 21) (a, b, c) 
1 (х,у, 2)= (хү +at, y, +bt, z есі) 


vem: 


ata | 


BIBLIOTECA UNI-BH 
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As Equações (4.2), mas quais a, be с não são todos nulos (У +0), são denominadas 
equações paramétricas da reta 1, em relação ao sistema de coordenadas fixado. 


A rela r бо conjunto de todos os pontos (x, y, 2) determinados pelas equações paramétricas 
quando t varia de -o a 400, 


Exemplo. 


2, Аз equações paramétricas da reta т, que passa pelo ponto A(3, =1, 2) е é paralela ao vetor 
Y 763,22, 1), sio, 


Para se obter um ponto desta re 
3, tem-se: 


basta atribuir a t um valor particular, Por exemplo, para 


х--6 
у=-7 
2= 


isto é, o ponto (-6, -7, 5) é um ponto da reta r. Observe-se que o ponto AQ, =1, 2) é obtido 
fazendo t = 0. Já o ponto (0, 3, 4) não pertence а esta reta, pois as equações 


não são satisfeitas para o mesmo valor de t (t= 


satisfaz a primeira equação mas não as duas 


4.3 Reta Definida por Dois Pontos 


A reta definida pelos pontos AQu ут, 24) € B(Xa, Ya, 22) é a reta que passa pelo ponto 
A(ou B) e tem a direção do vetor Y = AB =(x =X, Ya -Уу 2-4) 


Exemplo 
A reta 1, determinada pelos pontos A(1,-2,-3) е B(3, 1, =4), tem a direção do vetor 

V AB =(2,3,-1) e as equações paramétricas 

кеге 

усан 

3 
representam esta reta r, passando pelo ponto A, com a direção do vetor Y = AB; analogamente, 
as equações paramétricas 

x=342 

2112: 

2=-4 


ainda representam a mesma reta r, passando pelo ponto В, com а direção do vetor V = AB. 


Observemos que, embora estes sistemas sejam diferentes, eles permitem encontrar todos os 
pontos da mesma reta, fazendo t variar de - а +00, Por exemplo, para t=1, obtemos o 
ponto P,(3, 1, -4) no primeiro sistema е o ponto Р,(5, 4, -5) no segundo sistema, e ambos são. 
pontos da mesma reta. É fácil ver que o ponto P, pode ser obtido, no segundo sistema, fazendo 
1-0 e o ponto Ру, no primeiro sistema, fazendo t =2. 


Observação 


Assim como o vetor V= (2, 3,-1) é um vetor diretor desta reta, qualquer vetor av, 
440, também o 6. Portanto, apenas para exemplificar, se e а=-1, as equações: 


ainda representam, respectivamente, a reta т. 
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44 Equações Simétricas da Reta 


Das equações paramétricas (4.2), supondo abe # 0, vem: 


(4.41) 


Estas equações são denominadas equações simétricas ou normais de uma reta que passa 
por um ponto Абу, ун, 21) e tem a direção do vetor Y = (a, b, с). 
Exemplo 


As gane simétricas da reta que passa pelo ponto А(3,0, -5) e tem a direção do vetor 
Vedi + 3f -K мо: 


x-3 2 2t5 


Observação 


Se a reta é determinada pelos pontos A(x1,y1,21) ¢ B(%,Y2,22), suas equações 
simétricas sto: 


хом у-у т-щ (4.441) 


A 


pois um vetor diretor é: 


В -(х-х, Ya Y1, 2-21), 


com %-%%0, ya-y 80 е 23-24 #0, 


2 Areta 00105 


Exemplo 


As equações simétricas da reta determinada pelos pontos A(2, 1, -3) е B(4, 0, -2) são 


isto é 


xz ال‎ | +3 
2 E 


Estas são as equações da reta que passa pelo ponto A e tem a direção do vetor Y = AB. 


As equações 


242 


representam a mesma reta passando pelo ponto B e com a direção de Y = AB. 


4.4.1 Condição para que Três Pontos Estejam am Linha Rota 


A condição para que três 
em linha reta é que os vetores 


tos Ах, Y1, Z1), Аз(ха, Ya, Za) € Ayo, Уз, Z3) estejam 
Ra e АГА, sejam colineares, isto é: 


ЖА, = mAs Ау, para algum m € R 


өш 
uia = а-а 
ТЕРДІ шті Чи) 
Exemplo 


Os pontos Ai(5,2,-6), Ma(-1,-4,-3) е As (7,4, -7) estão em linha reta. De fato, 
substituindo as coordenadas dos pontos nas equações (4.4.1), tem-se: 


21-5 124-2 2 346 
7-5 74-27 7+6 
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ou: 


45 Equações Reduzidas da Reta 


Às equações simétricas (4.44) da reta 


pode-se dar outra forma, isolando as variáveis y е 2 e expressando-as em função de x. 


Assim, 


у-у = ү(х-) z-z 


vem: vem: 


px*q 


Estas equações são as equações reduzidas da reta. 


(454) 
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Exemplo. 


Estabelecer as equações reduzidas da reta r que passa pelos pontos A(2, 1, -3) e B(4,0, -2). 


а) As equações simétricas da reta que passa pelo ponto A(2, 1, -3) e tem a direção do vetor 
V = AB =(2,-1, 1) são: 


Dessas equações obtém-se: 


b yal х-2 1+3 


- 58-02 AP 
20-1)--Цх-2) 20+3)=1(1-2) 
2у-2=-х+2 2%6- 


2у--ха2%2 


5) As equações simétricas da reta que passa pelo ponto B(4, 0, -2) e tem a direção do 
vetor Y АВ -(2, -1, 1) são 


+2 
1 


Dessas equações obtém-se: 


2y=-(x-4) 


2y=-x+4 


PR 
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Comparando as equações reduzidas obtidas em a) e b), verifica-se que são equações da 
mesma reta 1, O que, aliás, vem confirmar a afirmação feita no Exemplo da Observação do 
Tem 44. 


Observações 
a) Nas equações reduzidas: 
у=тх+п 
2=px*q, 


a variável x figura como variável independente. Se expressarmos as equações de forma que a 
variável independente seja y ou 2, ainda assim as equações são chamadas equações reduzidas, 
Por exemplo, as equações reduzidas da reta do exemplo anterior também podem ser expressas 
por: 


x=4-2y 
2--у-2 


ou 


b) Das equações reduzidas (4.5-1): 


y=mxtn 
хэрх, 


pode-se obter: 


ESPE asan 
1 m р 


Comparando (4.5-11) com as equações (4.4-1): 


En, t „2-6 
a D < 


verificase que as equações reduzidas representam a reta que passa pelo ponto М(0, n, q) ¢ tem 
a direção do vetor Y -(1, m, p). 


Areia 1 


EI 


representam а reta que passa pelo ponto МОО, -3, 5) е tem a direção do vetor Y -(1,2, -4) 
Observe-se que o ponto М é obtido fazendo x =0 nas equações reduzidas. Se se der a x outro 
valor, X=1, por exemplo, se terá o ponto M(1,-1, 1) e um vetor diretor será NM - (1,2, -4) 
ou qualquer múltiplo dele, 


46 Retas Paralelas aos Planos e aos Eixos Coordenados 
Vimos que as equações (4.2): 
x=x tat 
y=Y tbt 


2-2 6t 


ош as equações (4.4-1); 


Jepresentam uma reta r determinada por um ponto A(x,,y1,1) е por um vetor diretor 
Y (s b с). Até agora, supõese que as componentes do vetor sáo diferentes de zero. Entre- 
tanto, uma ou duas destas componentes podem ser nulas. Entáo, temos dois casos: 


10) Uma só das componentes de Y é mula 


Neste caso, o vetor Y € ortogonal a um dos eixos coordenados e, portanto, а reta г é 
paralela ao plano dos outros eixos. Assim: 


а) Se a=0, V -(0, b c) 1 Ох. r//yOz 


L10 Geometria analítica 


As equações de r ficam: 


nas quais se verifica que, das coordenadas (х,у, 2) de um ponto genérico Р da reta r, variam 
somente y e т, conservandose x =x; constante. Isto significa que a reta r se acha num plano 
paralelo ao plano coordenado yOz (Fig, 4 6-4) 


Figura 4.64 


b) Se b= 0, Y -(a, 0, c) 1 Oy ¢ rj] xOz 


As equações de r fican 


Ê yv 


Das coordenadas de um ponto genérico P(x, у, 2) da reta r variam somente x e z, conservandose 


! 
1 y=y1 constante. A reta r se acha num plano paralelo ao plano xOz (Fig. 4.6%). 


Ана 0 


| 
Figura 464 
€) Se c0, Y -(a,b 0) 102: г//хоу 
As equações de r ficam: 
itn 
EM „у-у 
a b 
Das coordenadas de um ponto genérico P(x, у, 2) da reta r variam somente x e y, conservando-se 
152) constante. A reta г se acha num plano paralelo ao plano хОу (Fig. 4.6-c). 
! 
ў 
1 
| 
222 
1 
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20) Duas das componentes de V são nulas 


Neste caso, o vetor V tem a direção de um dos vetores Y =(1,0,0) ou Ў =(0, 1,0) ou 
0,0,1) e, portanto, a reta r é paralela ao eixo que tem a direção de 1 ou de j ou de К. 
Assim: 


a) Se a=b =0, V= (0,0, DIIR 2 г Oz 
As equações de r ficam: 


xn 


yn 


Costuma-se dizer, simplesmente, que as equações da reta r sio: 


хєх, 
улуу . 


subentendendo-se z variável (Fig. 4.6-й). 


— M 


Apto 


y b) Se a=0=0, V = (0, b, 0) Jf] 2 rl Oy Figura 4.64 
| As equações de r ficam: 
|, xx 

t y=y tbt 


| ыг 
| 
| 
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ou, simplesmente: 


хех 


subentendendo-se y variável (Fig. 4.6.) 


Figura 4 


¢) Se b=c=0, Y = (a, 0, 0)//T : 


As equações de r ficam 


ou, simplesmente, 


y^» 


274. 


— 
subentendendose x variável (Fig. 4.6-1) 5n 


Observação 


Os eixos Ox, Oy е Oz são retas particulares. 


Assim o eixo Ох é uma reta que passa pela origem O(0, O, 0) е tem a direção do vetor 
1,0,0). Logo, suas equações sio: 


ET 
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De forma análoga, as equações do eixo Оу são: 


e as equações do eixo Oz são: 


б 


46.1 Problemas Resolvidos. 


1) Determinar as equações da reta que passa pelo ponto A(-2,3,-2) e tem a direção do 
vetor Y Ж 


Solução 


As componentes do vetor 


3 


2) Estabelecer as equações da reta que passa pelos pontos A(1, 0,9) e B(4, 8,9). 


Solução 


Ав componentes do vetor Y =B- A que define a direção da reta são: 


a=4-1=3 
b=8-0=8 
с=9-9=0 


Area d$ 


Tendo em vista que с-0, a reta se acha mum plano paralelo ao plano хОу е as suas 
equações são: 


2=9 


ma 
8 


3 T d аз equações da reta que passa pelo ponto А(0,3,-2) e tem a direção do vetor 
vii. 


Solução 
As componentes do vetor Y são: 


a=2 


с-0 


Tendo em vista que b=0 e с-0, a reta 6 paralela ao eixo Ox e as suas equações são: 


y=3 


2=-2 


47 Angulo de Duas Retas 


Sejam as retas rı, que passa pelo ponto A, (xı, Уз, 2.) e tem a direção de um vetor 
(a1, bi, сү), е 14, que passa pelo ponto Aj(X,,y,,2,) e tem a direção de um vetor 


(аз, bas c, ) (Fig. 4.7). 
Chama-se ángulo de duas retas тұ е t, о menor ángulo de um vetor diretor de r, ede 
um vetor diretor de r4. Logo, sendo 0 este ângulo, tem-se 


ERA 


т 
EATER LE (алы) 


2 
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ia Figura 4.7 


ou, em coordenadas. 
Eu 
| coso = тыла! алат 
Vid ra 


Observação 


Na figura, о ângulo а é suplementar de O e, portanto, cosa=-cos 6, O ângulo а é o 


ângulo formado por -Уү е Y ou Үү e Va. 


| Exemplo 


Calcular o ângulo entre as retas 


1 к 


Ата HT 


Solução 


Os vetores que definem as direções das retas r; е т, são, respectivamente: 


Y. =(1,1,-2) 
Va =(2,1,1) 


Pela fórmula (4.7.1) 


43:51 10,1,2) 2,1, 1 
PASE VITE CX х VCI TT 


1241-21 


cos 0 IET EN = 


МТТ КЕЗЕНІ 


logo: 


П 


O= arc cos (7) = Trad = 60° 


48 Condição de Paralelismo de Duas Retas 


A condição de paralelismo das retas тү e r, éa mesma dos vetores V, = (a), bı, сү) е 


Ү (аз, ba, с), que definem as direções dessas retas, isto é: 
ULLA 

22 
mba 
ob a 

481 Exemplo 


À metani, que passa pelos pontos A,(-3, 4, 2) e Bi(S, -2, 4), e a reta ra, que passa 
pelos pontos Аз(-1, 2, -3) e В;(-5, 5, -4), são paralelas. De fa 


1) A direção de r, é dada pelo vetor Y, = AB, 


(8, -6, 2); 


| 
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1) A direção de r é dada pelo vetor V = AB, =(-4,3, -1); 


Ш) A condição de paralelismo de duas retas é: 


o que prova serem paralelas as retas 14 € ra. 


Observações 


1) Seja uma reta rj, que passa por um ponto Ai(Xı, ¥, 21) 6 tem a direção de um vetor 
^ bi, 01), expressa pelas equações: 


Y 


EC „сщ 
а bi а 


Qualquer reta ra, paralela à reta rı, tem parámetros diretores a, ba, ca proporcionais 
aos parâmetros diretores ау, by, cy de гү. Em particular, a, by, cy, São parâmetros diretores 
de qualquer reta paralela à reta гү, Nestas condições, se A; (xa, Ya, 22) é um ponto qualquer do 
espaço, as equações da paralela à reta гу, que passa рог Аз, são: 


ID) Se as retas ту e т; forem expressas, respectivamente, pelas equações reduzidas: 


e mi 
Pix*qi Lm 


E y=mxtm 
n 


cujas direções são dadas, respectivamente pelos vetores: 


ЕЕ?) 


25412223 


Ата 19 


а condição de paralelismo permite escrever: 


ou: 
mm 
Пи 

são paralelas 


49 Condição de Ortogonalidade de Duas Retas 


A condição de ortogonalidade das retas r, e ту é a mesma dos vetores Y, ={a;, bı, сү) 
é Va = (û, ba, сз) que definem as direções dessas retas, isto 6: 
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são ortogonais, De fato 
| 1) A direção de 1, € dada pelo vetor Уу =(8,0, -6); 
1) A direção de ra é dada pelo vetor Va =(3,5.4); 
10) A condição de ortogonalidade de duas retas é 
abi taba Жабу =0 
e, neste caso 


# x 3+0 xX 5 F(6) x 4 = 24+0 - 24 =0, 


o que prova serem ortogonais as retas ту € f; 


4.9.1 Problema Resolvido 


| 4) Caleular o valor de m para que as retas 
| у-т-3 
r D s 
ек 


sejam ortogonais. 


Solução 


| m,-2) e V =(2,-1,5) são vetores diretores de ге s, respectivamente 


Os vetores u = 
A condição de ortogonalidade permite escrever: 
КЕ 
@т,-2).(2,-1,5)=0 
2-т-10-0 
-m-10-2 


m--8 
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Observação 


Uma reta т, cujo vetor diretor V é ortogonal (ou normal) a um plano т, é ortogonal 
a qualquer reta contida nesse plano. Assim, existem infinitas retas que passam por um ponto 
A Em e são ortogonais à reta г (Fig. 4.9) 


E 


| 
| 
| 
| 
| 
— | 


4.10 Condição de Coplanaridade de Duas Retas | 


A reta ry, que passa por um ponto А, (х,у, 21) e tem a direção de um vetor 
Ж, =(aj, bı, су), € а reta г, que passa por um ponto Aa(X, Ya, Z2) e tem a direção de um 
vetor V, -(а, ba, Ca), São  coplanares se os vetores Vi, Va е AA) forem coplanares, isto é, 
se for nulo o produto misto (44,7), Ay A3) (Fig. 4.10) 


GuYSAHT | а ba (4,101) 


Figura 4.10 


são coplanares. De fato 


Da reta r, passa pelo ponto Ar(2,0,5) е o vetor que define a sua direção é 
v1 =(2,3,4); 
x Ш) a reta 1; passa pelo ponto А,(-5,-3,6) е o vetor que define а sua direção 4 
Va 56-1, 1,3); 


MI) о vetor determinado pelos pontos A, eA; é А, Az =(- 


Я 


IV) а condição de coplanaridade das retas г, e т, é que seja nulo o produto misto 
(4,7, Ar Ra). No caso presente: 


(AA 1 3 


233 1 


о que prova serem coplanares as retas 1, € ra. 


4.10.1. Problema Resolvido 


5) Determinar o valor de m para que as retas 


y=mx+2 


A reta 


123 


Solução 


1) areta r, é definida pelo ponto A,(0,2, -1) e pelo vetor Y, = (l, m, 3); 
Ш) areta т; é definida pelo ponto A;(0, 1,0) е pelo vetor Ya =(1,2,-2); 


Ш) o vetor Ay As = 


0, -1,1); 
IV) pela condição de coplanaridade, deve-se ter 


Gs Ya, AR) =0, 


isto é: 
Lom 3 
12 2 
0-1 1 

ou: 
2-3-2-m=0 


as retas ту € ra são coplanares. 


411 Posições Relativas de Duas Retas 
Duas retas т, € ту, по espaço, podem ser: 


а) coplanares, isto é, situadas no mesmo plano. Nesse caso, as retas poderão ser: 


1) concorrentes: ту A ra = (1) (160 ponto de interseção das retas г, ет); 
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Ш) paralelas: ту Пг; =ф (960 conjunto vazio) 


(0 caso de serem ту € ra coincidentes pode ser considerado como um caso particular de 
paralelismo.) 


b) reversas, isto é, não situadas no mesmo plano. Nesse caso: гі O 14 =p. 


" 


Observações 
A igualdade (4.101) 
y (Ya MA) =0 


i é a condição de coplanaridade de duas retas тү е r que passam, respectivamente, pelos pontos 
2 Ay € Аз, e têm por vetores diretores ов vetores Үү € Va: 


а) se тү e r forem paralelas, serão coplanares, isto é; 


i 
| Mi va AA) =0, 
| 
| 
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pois duas linhas do determinante utilizado para calcular (V,. Vz, Ay A3) apresentam elementos 


proporcionais (Y, = kv;): 


b) se rı его não forem paralelas, a igualdade 
(Wi. Va, A A3) 20 
exprime a condição de concorrência dessas retas; 


с) se o determinante utilizado para calcular (7), Vz, Ay Az) for diferente de zero, as 
retas ry ег; são reversas. 


4.11.1 Problemas Resolvidos. 


6) Estudar a posição relativa das п 


y=2x- х-1-% 


2=-х 


Solução 


São vetores diretores de ті e 1,2,-1) e Ya -(-3,-6,3). Сото Үг --3 Уу, as 
retas 1, ¢ rj são paralelas e não coincidentes (basta ver que o ponto А, (0, -3,0) pertence а 


ту € não pertence a ra). 


7) Estudar a posição relativa das retas 


Solução 


ão vetores diretores de ту е т: Y, =(2,-1,1) е Va =(4,2,-2) Então, Y, Jj, е 


ni Hts; neste caso, ту ="; (basta ver que um ponto qualquer de гу. digamos, A, (O, 1,0), 
pertence também a т.) 
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8) Estudar a posição relativa das retas: 


Solução 


4) As retas não são paralelas, pois: 


2 
г 


b) Calculemos o produto misto (Vj, Va, Ay Ax) para Ay(2,0,5) е А, (5,2,7): 


2 3 4 
бу, АА) |1 -i -2|-0, 
3 2 2 


© que significa que as retas ту e r, são concorrentes, A determinação do ponto de concorrência 
de duas retas será estudada no Item 4.12 


9) Estudar à posição relativa das retas: 


y=3 
2=2x 


Solução 


а) As retas não são paralelas, pois: 


0-2 
3173 
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Бу Calculemos o produto misto (7), Ya, Ay Аз) раға A,(0, 3,0) е A4(0,0,0): 


102 
САЖ |1 1 1/40, 
ооз 0 


o que significa que as retas тү 6 т; sio reversas. 


4.12 interseção de Duas Retas 


Duas retas ту е ra coplanares e não paralelas são concorrentes. Consideremos as retas: 


3x +2 
ni e mf ysti 
2=3x-1 уе 


е determinemos o seu ponto de interseção. Se 1 (x, y, 2) é este ponto, suas coordenadas satisfazem 
o sistema formado pelas equações de ті е ra, istoé, (x,y,z) € a solução do sistem 


у=-3х+2 


2=3к-1 


Eliminando t nas trés últimas equações, temos o sistema equivalente 


у=-3к#+2 
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logo, o ponto de interseção das retas ті ет; €: 


10, -1,2) 


4.13 Reta Ortogonal a Duas Retas 


Sejam as retas ті e rj, ndo paralelas, com as direções dos vetores V, = (а,Ь,с) € 
Va = (da, ba, сз), respectivamente, Qualquer reta r, simultaneamente ortogonal às retas т, е 
туу terá um vetor diretor paralelo ou igual ao vetor Уу х Уз (Fig, 4.13). 


ШЕЛ 
D 


Figura 4.13 


Nas condições dadas, uma reta r estará bem definida quando se conhece um de seus pontos 


Exemplo. 


Determinar as equações da reta г que passa pelo ponto A(-2, 1, 3) e é ortogonal comum 


às retas: 
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Solução 


nidas pelos vetores Y, =(-1,2,-3) е Y, =(:3,0,-1) 


As direções de ту е то são del 
Então, a reta r tem a direção do vetor 


Logo, escrevendo as equações simétricas de r, vem: 


3 


132 1341, 
8 


П 


Observação 


as retas ry € ra são paralelas, existem infinitas retas que passam por um ponto A e são 


ortogonais ao mesmo tempo a elas. 


4.14. Ponto que Divide um Segmento de Reta numa Razão Dada 


Dados os pontos P, ун, 21) € Р(х, Уз, 72), diz-se que um ponto P(x, y, 2) divide 
o segmento de reta P,P; па razão r (Fig. 4.144) se 


B IE, 
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isto é, se: 
өх нуту) #@-щ)Ё = х=) у-уу] er n) E 
ou: 


x-xı =r(x- xa) 
У-У =1(y-ya) 
z-z =1(2-2) 


(4.14) 


ЦЭ 
Palas Ya, 29) 


Proa vien) 


Figura 4.142. 
Das equações (4.14), vem: 


EA 


ЕРЕ 
“Tr 


059,2) Чо as coordenadas do ponto P que divide o segmento de reta PiP, na razão т. 
Exemplo 


Dados os pontos Р,(2,4,1) e В,(,0,5), determinar o ponto P(x,y, 2) que divide 
o segmento PP патадо r=- 1 
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1) O fato de a razão ser negativa significa que o ponto P está situado entre P, е Pz 
(Fig. 4.14-b): 


P- - FEF. 


Figura 4.140 


Ш) As coordenadas de Р são dadas por: 


O ponto que divide o segmento P,P; narazão r=- } 6Р(Э.,3,2). 
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4.14.1 Ponto que Divide um Segmento de Reta ao Meio 


No caso de o ponto P dividir о segmento de reta P,P, ао meio (Fig. 4.14-0), deve-se 


Pal Уз, to) 
ту.) 


Fi ун н) 


х 22 


Neste caso. 


Nota 


0 estudo da reta no plano náo será feito neste livro por pertencer ao currículo do 29 grau. 


415 Problemas Propostos 


I). Verificar se os pontos Р,(5, -5, 6) е Pa(4, -1, 12) pertencem à reta. 
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2) Determinar o ponto da reta 


x=2 


«| уулзааг 
2=1-2 


que tem abscissa 4. 


3) Determinar m e n para que o ponto РЗ, m, n) pertença à reta 


x= 1-2 
хулан 
гу 


4) Determinar os pontos da reta r: 252 = Zî = Z que tém (a) abscisa $; (b) orde- 


nada 4; (c) cota 1. 


5) O ponto Р(2,у,2) pertence à reta determinada por А(3,-1,4) e B(4,-3,-1). 
Calcular Р. 


6) Determinar as equações reduzidas, com variável independente x, da reta que passa pelo 
ponto А(4,0,-3) e tem a direção do vetor Y =2 +4] + SK. 


7) Estabelecer as equações reduzidas (variável independente x) da reta determinada pelos 
pares de pontos: 


4) A(1,-2,3) е B(3,-1,-1) 
b) A(-1,2,3) е BQ,-1,3) 


8) Determinar as equações reduzidas, tendo 2 como variável independente, da reta que passa 
pelos pontos Р,(-1,0,3) e Р,(1, 2,7). 


9) Mostrar que os pontos А(-1,4,-3), В(2, 1,3) e С(4,-1,7) são colineares 


10) Qual deve sero valor de m para que os pontos A(3,m,1), B(1,1,-1) е C(-2, 10, 4) 
pertençam à mesma reta? 
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11) Citar um ponto e um vetor diretor de cada uma das seguintes retas: 


Et 2-3 

3, 774 у-3 
a) 4) 

у= a=-1 

ул-х 

b) e 

т=з 2=3+x 

х= Л жауға 
д | у=-1 

252-1 


12), Determinar 


а) reta que passa por А(1, -2, 4) e é paralela ao eixo dos x; 
b) reta que passa por B(3, 2, 1) e é perpendicular ao plano xOz; 
e) reta que passa рог А(2, 3,4) e é ortogonal ao mesmo tempo aos eixos dos x е dos y; 
4) reta que passa рог A(4, -1, 2) e tem a direção do vetor 1 = j; 


€) reta que рама pelos pontos M(2, -3,4) е N(2, -1,3) 


13) Representar graficamente as retas cujas equações são: 


аж хэн 
a) | y=-10+5 жай 


159-% жаза 


14) Determinar o ángulo entre as seguintes retas: 


x=-2-2 
а r: ута е э 
2-3-4 
у=-2х-1 
b) r esti 
2=x+2 
x=1+ Tt 
c) r уз! е 
:-5-3 
x=1 
с (54у вы a 
ern (st БИЛЛ ГАРИ 
47% 


15) Determinar o valor de п Para que seja de 30° о ángulo entre as retas 


х-2 ужа i ШЕРІ 
ع‎ e si 224% 

16) Calcular o valor de n раға que seja de 30* o ángulo que a reta 
y=nx+5 

e 
2=2x-3 

forma com o eixo dos y. 


17) Areta 


x=1+2 


t f yst 


forma um ángulo de'60° 
Calcular o valor de m. 


Som a reta determinada pelos pontos A(3, 1, -2) е B(4,0, m), 
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18) 


119) 


20) 


2) 


22) 


Calcular o valor de m para que os seguintes pares de retas sejam paralelas. 


xx 

5 Р ЫЕ ВИЕ: МЕРЕ 

a n | узэн e s HESS ues 
а-а 


DNA 


A reta r passa pelo ponto А(1,-2,1) еб paralela à reta 


хе? 
s: f y=-3t 


Se P(-3, m, n) € r, determinar m e n. 


Que 


x+ 
121 


Es 
a 


А reta que passa pelos pontos A(-2,5,1) e B(1,3,0) é paralela à reta determinada 


por CG, -1, -1) е D(O, y, 2). Determinar o ponto D. 


4 ortogonal à reta determinada pelos pontos A(1,0,m) е B(-2,2m,2m). Calcular o 


valor de m. 


s equações reduzidas da reta que passa pelo ponto A(-2, 1,0) e é paralela à reta 


Areta 
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23) 


24) 


25) 


Calcular o valor de m para que sejam coplanares as seguintes retas 


у=2х+3 
а т 
2=3x-1 
ы 
ә or 
Calcular о 
don 
b r 
9 
И 2=4x-10 
voos 
4d) n e 
2=4x+1 
Dadas as retas 
E е 
determinar: 


а) o ponto de interseção de s e h; 


b) o ángulo entre r e s. 
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26) Em que ponto a reta que passa рог A(2,3,4) e В(1,0,-2) intercepta o plano xy? 


27) Sejam as retas 


x=2+3 у=2х+1 
nd y=4+st . 

x 3 

z-mt it 


а) calcular o valor de m para que r е s sejam concorrentes; 
b) determinar, para o valor de m, о ponto de interseção de r e s. 


28) Estabelecer as equações paramétricas da reta que passa pelo ponto A(3,2,1) e é 
simultaneamente ortogonal às retas 


x=3 nao 
2=1 1ш--3 


29) Estabelecer as equações da reta que passa pela origem e é simultaneamente ortogonal 
às retas 


Ж» 
ШЕ 


у=3х-1 
25-х%4 


30) Determinar as equações paramétricas da reta que contém o ponto A(2,0,-1) e é 
simultaneamente ortogonal à reta 


e ao eixo dos y. 


31) Estabelecer as equações paramétricas da reta que passa pelo ponto de interseção das 


хм 


y 


2=2+2у 


её, ao mesmo tempo, ortogonal a г e s. 
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A 


é paralela à reta que passa pelo ponto A(-1,0,0) e é simultaneamente ortogonal às 
tetas 


х 


mjy=2+30 е n 


2=31-1 
Calcular a e b. 


33) Dados os pontos P,(7,-1,3) e P,(3, 0, -12), determinar: 


4) о ponto P, que divide o segmento P,P, na razão J-i 
b) о ponto О, que divide o segmento PP, ao meio. 


34) O ponto P(9, 14,7) divide o segmento Р; na razão 2; 
endo que P,(1, 4, 3). 


Determinar Pa, s 


35) Seja o 


gulo de vértices А(1,0,-2), B(2, =1, -6) е C(-4, 5,2). 
Estabelecer as equações paramétricas da reta suporte da mediana do triângulo ABC relativa 
ao lado BC. 
4.15.1 Respostas dos Problemas Propostos 
1) Apenas Py - 
2) (4,1,5) 
3) m--2,n--5 


4 6-2-7410 (=p. 
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5) PQ,1,9) 


б) y-2x-8 е 


} 7 а) 


2) Ф 
| 2-4 
х=з х=2 
ШИ 
x22 
{ (аа 
14) а) 60º 
DE 
СЕ 
4)0 = ис cos (5) = 4811 
15) Tou! 
| 16) +5 


Аға 


"m 


18) 


19) 


2) 


21 


22) 


23 


M 


25 


26) 


2) 


28) 


а) -2; b)- 


m-10 e n=5 


у=4х+9 e 2--х-2 


D(0, 1,0) 
1ш-3 

440 ыл 93- 
20,23) 

b) 4,3,9) 

О 

ШТ 

9041) 

5)0 = ассо 


2)m-2 
b) (-1, -1,-2) 
х=3-1 
у=2 
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з) 


a=14 


b=-10 


а) P(15, -3, 33) 
1 
5) QS, - 3 


Р,(-3, -1, 1) 


CAPÍTULO 


2 


O PLANO 


——————— 


5.1 Equação Geral do Plano 


Seja Аб, Уз, 21) um ponto pertencente a um plano л e n = df +b} +ck, R # (0, 0, 0) 
um vetor normal (ortogonal) ao plano. O plano 7 pode ser definido como sendo о conjunto de 
todos os pontos Р(х,у, 2) do espaço tais que о vetor АР é ortogonal a m (Fig. 5.1.4). O ponto 
P pertence a т se, e somente se: 


T AP-0 (5.14) 


Figura ла 
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Tendo em vista que: 


M=(a,b,0) e АВ- 


The У-у, 2-а), 
a equação (5.14) fica 


(a,b, e). (=X, y -y1,2-2,)70 


a(x = xı) 9МУ-уу *e(2-2)70 (544) 
ou, ainda: 
ax + by + cz- axı -Буу-са =0 


Fazendo: 


зах, = bya = 2ı 
axtbytez+d=0 (ааш) 


Esta € a equação geral ош cartesiana do plano т. 


Observações 


4) Da forma com que definimos o plano т, vimos que ele fica perfeitamente identificado 
por um de seus pontos А e por um vetor normal n =(a,b,c) a л, com a,b,c não simulta- 
neamente nulos, Qualquer vetor 


kî, К + 0, é também vetor normal ao plano. 


Б) Sendo 1 um vetor ortogonal ao plano x, ele será ortogonal a qualquer vetor represen 
tado neste plano, Em particular, se Y, e У, são vetores ngo colineares, e paralelos ao plano, em 
virtude de m ser ortogonal, ao mesmo tempo, a Y, е Ya (Fig. 5.1), teme: 
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3 


EE 


Figura 5. 


e) É importante observar que os três coeficientes a, В e ¢ da equação geral 
ax + by tez td 0 


representam as componentes de um vetor normal ао plano. Por exemplo, se um plano т é 
dado por: 


máx +29-415 = 


um de seus vetores normais 6: 
1=(3,2,4) 


Este mesmo vetor Tî ¢ também normal a qualquer plano paralelo а т. 


Assim, todos os infinitos planos paralelos a т tém equação geral do tipo: 
3 42y - 42 +d =0 


та qual d é o elemento que diferencia um plano de outro. O valor de d está identificado quando 
ж conhece um ponto do plano. 


Exemplo 


., Determinar a equagio geral do plano т que рыш pelo рото A(2,-1,3), sendo 
-1-(3,2,-4) um vetor normal т. 
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Solução 


Se Т € normal ao plano, sua equação é do tipo: 


3x+2y-42 +d =0. 


Como o ponto A pertence ao plano, suas coordenadas devem verificar a equação, isto 6: 
302) + 20-1) -4(3) +d=0 
6-2-12+4=0 
4-8 

Logo, a equação geral do plano л é: 


3x+2y -42+8=0 


Observação 


Este problema pode ser resolvido com a utilização da equação (5.1 


а(х ха) tb(y- ys) +c(2-21)=0 


(a,b, с) =(3, 2, 4) 


logo: 


3(x-2)*2(y +1) -4(2-3)-0 


3х-6%2у%2-%%12-0 


3x +2y-42 48=0 


Problemas Resolvidos 


Sendo m/m, о vetor Ñ =(2,-3, 1) normala m, é também normal a т. Então, a 
equação de л é do tipo: 


2x-3y +z +d=0 
Tendo em vista que A € m, deve-se ter: 


2(3)--3(1) + 174) %4-0 


6-3-4+d=0 


d=1 


Logo, a equação do plano 7 é: 


2х-3у%2%1-0, 
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2) Estabelecer a equação geral do plano mediador do segmento AB, dados A(2,-1,4) е 
Bá, 3, -2). 


Solução 


O plano mediador de AB é о plano perpendicular а AB е que contém o seu ponto 
médio. Um vetor normal a este plano é AB = (2, -2, -6) е um ponto do plano é este ponto 
médio P(3,-2, 1), conforme se pode ver em (4.14.1). Então, a equação procurada, de acordo 
com (5.14) é: 


Ax-3)- Ay +2) -6(2-1)=0 
2x-2y-62-6-4 620 
ou; 


2x-2y-62-4=0 


Observação 


Se se multiplicar ambos os membros da equação acima por -- vem 


х-у-3-2-0 
Esta equação é a mesma equação geral do plano mediador do segmento AB. O que 


Ocorreu para se obter a equação simplificada foi o seguinte: em lugar de se considerar o vetor 
normal AB =(2, -2, 6), foi utilizado o vetor normal 


6) 7 CL, -1, -3). 


3) Determinar a equação geral do plano que passa pelo ponto A(2, 1, -2) е é perpendicular 
à reta 
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Solução 


Um vetor normal a este plano é o próprio vetor diretor (3,2,1) desta reta. Então, a 
equação do plano п, de acordo com (5.1-11), é: 


36-2) *2(y- 1) + (2+2) =0 
зх+2у+2-6=0 


Observação 

Para obter pontos de um plano, basta atribuir valores arbitrários a duas das variáveis е 
calcular a outra na equação dada. Assim, por exemplo, se na equação anterior fizermos x = | 
е y=-2, teremos 

30) 4202) +2-6=0 

3-4+2-6=0 

127 
e, portanto, o ponto A(1, -2, 7) pertence a este plano. Se nesta mesma equação 


3x +2у +:-6 =0 fizermos: 


Obtemos, assim, os pontos А, (0,0,6), А.(0,3,0) e А,(2,0,0) nos quais o plano 
intercepta os eixos coordenados. A Figura 5.1-с mostra o referido plano. 


5.2 Determinação de um Plano 


Vimos que um plano é determinado por um de seus pontos e por um vetor normal a ele, 
Existem outras formas de determinação de um plano nas quais estes dois elementos (ponto е 
vetor normal) ficam bem evidentes. Algumas destas formas serão a seguir apresentadas. 
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И ІІІ) 
t 
$ 
t 
: 
ХАТ) 
--- pem i 
4 Аз, 0, 0) 

| 
| 7 

19 
| ron 
| Assim, existe apenas um plano дие: 
! ә >» 
| 1) passa por um posto A ict qto dd vetores У e Va não colineares. 
ї Neste caso: R =V; X Vai 
| ЖЕУ 
| 

2) passa por dois pontos А е В её paralelo a um vetor Y não colinear ao vetor AB, 

| Neste eso: ТҮ x АЁ; 


Оршо — 15 


3) passa por trés pontos A, В е C não em linha reta. 


Neste caso: п = AB x АС; 


4) contém duas retas гү e т; concorrentes, 


Neste caso: m =V; х Va, sendo V, e V, vetores diretores de ту 6 ra; 


5) contém duas retas ту e r paralelas, 


Neste caso: 1 =V, x Ay ka, sendo V, um vetor diretor de 1, (ou 13) e A, € ry e 
мен. 
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6) contém uma reta r e um ponto BẸ r. 


Neste caso: п =¥ х AB, sendo Y um vetor diretor de ге A € r. 


| 2 
1 


1 | 


Observação 


Nos seis casos apresentados de determinação de um plano, um vetor normal m sempre 6 
dado pelo produto vetorial de dois vetores representados no plano. Estes dois vetores são 
| chamados vetores-base do plano. 


| 
| 5.2.1 Problemas Resolvidos 


4) Determinar a equação geral do plano que passa pelo ponto А(1,-3,4) е é paralelo aos 
vetores V, =(3,1,-2) e V; =(1,-1,1). 


Solução 


Os vetores-base do plano são V, е Vj e, portanto, um vetor normal ao plano (caso 1) é 


M^ gx 
пеў х= з 1 2|-(1,-5,-9 
1-1 1 


Então, a equação geral do plano, de acordo com (5.111), €: 


Lu 1) - Sy +3) -4(2-4)=0 
=x-5y-42+1-15+16=0 
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ou 
x+5y+42-2=0 
Nesta equação, um vetor normal ao plano é 


m =a наг, 


4) =(1, 5,4) 


5) Estabelecer a equação geral do plano determinado pelos pontos A(2, 1, -1), В(0,-1,1) 
e C(2 


Solução 


Os vetoresbase do plano são АВ = (-2, -2, 2) е 
normal do plano (caso 3) é: 


(=1, 1, 2) e, portanto, um vetor 


Então, a equação geral do plano, de acordo com (5.1-11), € 


-6(%- 2) + 2(y = D-4(* 1) =0 
6% + 2y -42+ 12-2-4 =0 
6x+2y -42+ 6 =0 

оп, multiplicando ambos os membros da equação por - 


3-y +22-350 


Observação 


Na determinação da equação deste plano foi utilizado о ponto A. A equação seria a mesma 
se se usasse o ponto В ouo ponto С. 


| 
| 
| 
| 
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6) Estabelecer a equação cartesiana do plano que contém a reta 


=], O pomo B(3,2,1) 


Solução 


A reta Y passa pelo ponto A(4, 3,0) (a cota deste ponto pode ser qualquer número real, 
в a teta т é paralela ao eixo Or) e tem a direção do vetor Y =(0,0, 1), Portanto, os vetores- 
base do plano (caso 6) são Y е АВ =(-7,-1, 1) е; 


= 


Então, a equação cartesiana do plano, de acordo com (5.10), €: 


1043) - y- 2 +0(2-1)=0 
ou; 


х-7у%1750 


Observação 


Em todos os problemas de determinação da equação geral do plano um vetor normal ты 
obtido através do produto vetorial de dois vetores-base деме plano. Vamos mostrar, retomando 
o Problema 4, um outro modo de se obter a equação geral. 

Nesse problema, o plano passa pelo ponto A(1,-3,4) e é paralelo aos vetores 3 = (3,12) 
e 50,21). 
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Ora, se Р(х, у, 2) é um ponto qualquer do plano, os vetores AB, Үү e V, são coplanares e, 
portanto, o produto misto deles 6 nulo, isto 6: 


ШАЛ 


Assim, obtemos a equação geral do plano desenvolvendo o determinante do 19 membro da 
igualdade: 


2-4 
-2[=0 
1 1 | 
isto é: 

1042 з 2 324 
(-1)) ЕСЕ) %а-4) =0 
Mod ra 1 oa 

e 


-1)(1-2)-(у%3)(3%2)%(0-4)(-3-1)-0 
(х-13(-1)-(у +3) (5) + (2= 4) (-4) = 0 
-Х-5у-42%1-15416-0 

-х-5у-4:%2-0 


x+Sy+42-2=0 


O que fizemos para este caso, podemos repetir para todos os demais, pois basta observar 
que no produto misto dos trés vetores dois deles são vetoresbase do plano (no caso presente, 
Y, € Ya) е о terceiro é obtido com um ponto fixo do plano е o ponto P(x, y, 2) genérico. 


Com o intuito de esclarecer bem, faremos mais um problema. 


13772122 


7) — Determinar a equação geral do plano que contém as retas 


«=1 +2 
n e а: [уна 


-6t 


Solução 
A reta sy passa pelo ponto A;(0,1,-2) e tem a direção do vetor Y, =(1,2,-) А 


seta ra passa pelo ponto Az(-1,0,3) е tem a direção do vetor Y, =0,4,-6). Como 
Y, =2, asretas 1, e ra são paralelas (caso 5). 


ж” 


Os vetores-base são Vj е АТА, = (=1, =1, 5). Para o ponto fixo Ay desse plano e P(x, y, 4) 
ши ponto genérico, deve-se ter: 


(AiP, Vi, MA) =0 


ou: 


e, daí, vem: 


7х-2у%2%4-0 
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5.3 Planos Paralelos aos Eixos е aos Planos Coordenados — Casos Particulares 


A equação (5.14). 


axtby tez +d=0 


na qual a, b e c não são todos nulos, é a equação de um plano л, sendo m =(a,b, с) um 
vetor normal а п. Quando uma ou duas das componentes de 17 são nulas, ou quando d =0, 
está-se em presença de casos particulares. 


53.1 Plano que Passa pela Origem 
Se o plano ax + by + cz + 4-0 passa pela origem. 
a.0+b.0+c.0+d=0, 


isto é 


4-0 
Assim a equação: 
ax +by tez=0 (531) 
representa a equação de um plano que passa pela origem. 
532 Planos Paralelos aos Eixos Coordenados 


Se apenas uma das componentes do vetor n 


b, c) é mula, o vetor é ortogonal a um 
dos eixos coordenados, e, portanto, o plano л é paralelo ао mesmo eixo: 


D se a=0, n=(0,b,0) 1 Ox л т//Ох 
са equação geral dos planos paralelos ao eixo Ох 6 
dytez+d=0 
A Figura 5.3-a mostra o plano de equação 


2y+32-6=0 
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Figura 53а 

Observemos que suas interseções com os eixos Оу e Oz são A,(0, 3,0) е A2(0,0,2), 
respectivamente, e que nenhum ponto da forma P(x,0,0) satisfaz a equação. Um vetor normal 
ao plano 6 R =(0, 2, 3), pois a equação de я pode ser escrita na forma: 

Ox +2y+32-6=0. 

Com raciocínio análogo, vamos concluir que: 

1) оз planos paralelos ao eixo Oy têm equação da forma: 


ах саная 


Ш) os planos paralelos ao eixo Oz têm equação da forma: 
axtby+d=0 


Da análise feita sobre este caso particular, concluise que a variável ausente na equação 
indica que o plano é paralelo ao eixo desta variável. 


As Figuras 5.3. e 5.36 mostram os planos 


mixtz-3=0 


mixt2y-4= 


respectivamente. 
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9,0,9, 


Figura 530 


ao eixo Oz, Porém, esta mesma equação, interpretada no plano R^, representa uma reta 


! 
| 
а) A equação x + 2y -4 «0, como vimos, representa no espaço IR? um plano paralelo | 


9) Se па equação ax by + d =0 fizemos 4-0, a equação 4x + by =0 representa 
ши plano que passa pela origem e, portanto, contém o eixo Oz, 


5.3.3 Planos Paralelos aos Planos Coordonados 


b,c) são nulas, п é colinear a um dos 


Se duas das componentes do vetor normal n-( 
vetores Y =(1,0,0) ou j =(0,1,0) ou К =(0,0, 1), e, portanto, o plano л é paralelo ao 
plano dos outros dois vetores 


1) se a=b=0, R = (0,0, c) = c(0,0, 1)= ck 2 л//хду 


e a equação geral dos planos paralelos ao plano xOy 6 


2311 


como ¢ #0, vem 


| 
1 
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Os planos cujas equações são da forma 


k 


são paralelos ao plano xOy. 


A Figura 53-4 mostra o plano de equação: 2-4. 


- 


Figura 5.34 


A equação 2=4 pode também ser apresentada sob a forma 


Ox+0y+2-4=0 


па qual vemos que qualquer ponto do tipo A(x,y,4) satisfaz esta equação e 
K= =(0, 0, 1) é um vetor normal ao plano. 


Assim sendo, o plano paralelo ao plano хОу e que passa pelo ponto A(x, Yı, 24). 
tem por equação: 


НО 


Por exemplo, o plano que passa pelo ponto A(-1,2,-3) е é paralelo ao plano х 
tem por equação: 
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Com raciocínio análogo, vamos concluir que: 

ID) os planos paralelos ao plano хО têm por equação: 
y=k; 

111) os planos paralelos ao plano yOz têm por equação: 
x=k 


Аз Figuras 5.3-e e 5.34 mostram os planos 


respectivamente, 


(0,3,0) 


Figura 53 


Para fixar melhor este assunto, consideremos o ponto A(2, 3, 4) e as seguintes 
equações dos planos: 
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ін Esta é a equação do plano que passa por А е é perpendicular ao eixo Ox (ou paralelo 
r ao plano yOz); 


m:y=3 


Esta é a equação do plano que passa por A e é perpendicular so eixo Oy (ou paralelo 
ao plano xOz); 


m:2=4 


Esta é a equação do plano que passa por А е € perpendicular ao eixo Oz (ou paralelo 
ao plano хОу). 
A Figura mostra o ponto A(2, 3,4) е оз trés planos citados, 


Os planos coordenados são planos particulares destes e suas equações são: 


x=0 (plano yOz) 
(plano x02) 
2-0 (plano хОу) 
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5.34 — Problemas Resolvidos 


8) Determinar a equação cartesiana do plano que contém o ponto A(2,2,-1) ¢ a reta 


x=4 


Solução 


A reta т passa pelo ponto B(4,3,0) (a cota € arbitrária, pois a reta r é paralela ао 
eixo Oz) e tem a direção do vetor Y =(0,0, 1). Os vetoresbase são Y е AB =(2, 1, 1). Sendo А 
(ou B) um ponto fixo desse plano e Р(х,у,2) um ponto genérico, deve-se ter: 


(AF, V, AB)=0 


ou: 
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x-2y+2=0 


Tratase de um plano paralelo ao eixo Oz e, portanto, perpendicular ao plano хОу. 


9) Determinar a equação geral do plano que pasa por A(2,3,4) e é paralelo aos vetores 


AS 


Л 


Sendo P(x, y, 2) o ponto genérico deste plano, deve-se ter: 


(2,0,0) 


Figura 5.34 
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Observação 
É interessante assinalar que a equação x = 2 pode representar 


a) um ponto se o universo fora reta IR; 


0 1 аза 


с) um plano se o universo for o espaço IR" (é neste universo que estamos presentemente 
trabalhando), 


54 Equações Paramétricas do Plano 


Seja A(Xo, Yo, 20) um ponto de um plano т e V = (a,b, c1) € Y = (az, ba, су) dois 
vetores não colineares, Um ponto Р(х,у, 2) pertence ao plano ; que passa por A e é paralelo 
aos vetores W е V (Fig, 5.4) se, e somente se, existem números reais h e t tais que 


АЁ = ү (54) 


Figura $4 
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Escrevendo a equação (5.4) em coordenadas, obtemos 
@- хө, Y -Yo, 2-20) =, by, с) + iaa, ba, су) 
donde: 


X= xo tarh tat 


y ^ yo tbh tbat 


ХОТ 
Estas so as equações paramétricas do plano. 


Quando h е t, denominados parámetros, variam de - a 4, o ponto P percorre 
o plano п. 


Exemplos 


1) As equações paramétricas do plano que passa pelo ponto A(2, 1, 3) е é paralelo aos vetores 
U =(-3,-3,1) e V =(2,1,-2) siio: 


EET 


um ponto deste plano, basta 


arbitrar valores para h e t Por exemplo, 


32) (20) 72 


БҮЙТЕ) 


34102)-20) 


e, portanto, A(2, - 


-1) é um ponto do plano. 


2) Escrever as equações paramétricas do plano determinado pelos pontos A(5,7,-2), 
B(8,2,-3) е С(1, 2,4). 
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Solução 


Sabe-se que três pontos não colineares determinam um plano. Neste caso, faremos 


Logo, ах equações paramétricas (utilizando o ponto A) do plano são: 


5 63h - а 
y=7- Sh - St 


2- hé 


55 Angulo de Dois Planos 
Sejam os planos 


mi wxtbytaztd =0 


та: арх bay + caz + da =0. 


Então, n, =(a, bı, су) e Ta 7 (25, bz, сз) são vetores normais a m ¢ ma, respectiva- 
mente (Fig. 5.5). 
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Chama-se dngulo de dois planos т) е т; o menor ángulo que um vetor normal de тү 
forma com um vetor normal de лз. Sendo 0 este ángulo, tem-se: 


BEST (5.5) 
Га пз 2 


ou, em coordenadas: 


Тазаз +brba terca! 


2 
ын Цасан 


5.5.1 Condições de Paralelismo е Perpendicularismo de Dois Planos 
Sejam os planos 


max by teztd =0 


mimxtbay + caz +d, =0 
Então, 


ai bie) Lm e (bie) Lm 


As condições de paralelismo e de perpendicularismo de dois planos são as mesmas de seus 
respectivos vetores normais, isto é: 


DSem /(яь, m lima 2. 


9L 
n 
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Observações 


а) Se além das igualdades anteriores se tiver também 


os planos m, e л; serão coincidentes porque, nesse caso, a equação de л, é obtida de m, 
mediante a multiplicação por um número, o que não altera a equação de ту. 


b) Em particular, se ay =з, by =ba, с=с, е dy # da, os planos m, e m, também 
são paralelos. 


1) Se ту 10, Tı lna 2 arar bb, toes =0 


55.2 — Problemas Resolvidos 


10) Determinar o ángulo entre os planos. 


m:2x-3y+52-8=0 


m:3x+2y+52-4=0 
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Solução 


Os vetores my =(2,-3,5) e пу =(3,2,5) são vetores normais a estes planos. De acordo 
com (5.5), temos: 


БИЛ] E XI у үзү 


12x3-3x2*5x5l 125228 


оса х уса узв E 


25 
0 = are cos so 


в = 48051 


11) Calcular os valores de m e п para que o plano 
m: Qm- 1) x-2y +nz-3=0 
seja paralelo ao plano 


midxt4y-2=0 


Solução 


Os vetores m, =(2m-1,-2,n) e m; =(4,4.-1) são vetores normais aos planos m е 
т, respectivamente. De acordo com a condição de paralelismo de dois planos, devese ter: 


Оршо Im 


isto é 


5.6 Апдио de uma Reta com um Plano 


Seja uma reta т com a direção do vetor V е um plano 


л (Fig 5.6). 


" 


АС 


Figura 5,6 


m, sendo m um vetor normal a 


O ângulo ¢ da reta r com o plano т é o complemento do ângulo 0 que a reta r forma 
com uma reta normal ao plano. 


Tendo em vista que 8 + ¢ = 


(заш 


send 


КЕКТІ 


т 
NIIS 


e, portanto, cos 0 =sen $, vem, de acordo com a fórmula 


(5.6) 
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5.61 Condições de Paralelismo e Perpendicularismo entre Reta e Plano 


Para a reta г eo plano 7 anteriores, temos: 


Ш етіл, VIR. 


O perpendicularismo de r e т implica o paralelismo dos vetores Y е n. 


5.6.2 Condições para que uma Reta Esteja Contida num Plano 
Uma reta r está contida num plano т se: 


1) o vetor diretor Y de r é ortogonal ao vetor Пі, normal ao plano 1;e 


1) um ponto A pertencente а r pertence também ao plano. 
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=, 


Observação 


Uma reta г está também contida num plano я se dois pontos A е B pertencentes a r 
pertencem a esse plano, 


5.6.3 Problemas Resolvidos 
12) Determinar о ângulo que a reta 


x=1-2 
"| ys 

2234 
forma com o plano 


mxty-5=0 
Solução 


A reta т tem a direção do vetor Y =(-2,-1,1) e T =(1,1,0) é um vetor normal ao 
plano т. De acordo com (5.6), vem: 


NI | (-2.-1,1). (,1,0) 
OMR ETE EX UN EET 

БЕШЕНЕТ ШЕНЕП 

Varii VISI Vé T 
jo 3.23 v3 зуз уЗ 


| 


| 
| 


13) Verificar se a reta 


x-2_ytl 2 


é perpendicular ao plano 


я:9х-бу-3:55-0 


Solução 
Sabe-se que a reta r € perpendicular ao plano я se um vetor Y de т é colinear a um 


vetor ii, normal ao plano, No caso presente, temse Y =(3,-2,-1) e à = (9,-6,-3), respectiva 
mente. Como 11-37, os vetores são colineares е, portanto, r é perpendicular a x. 


14) Determinar os valores de m e n para que a reta 


x=2+4 
"Ду-іжа 


z=-3 - 2 
esteja contida no plano 


mm tny+22-1=0 


Solução 

A reta г passa pelo ponto AQ, 1,-3) e tem a direção do vetor Y =(1,1,-2). Um vetor 
normal ao plano л é R =(m, n, 2). Para que r esteja contida em 7 é necessário que Y 1 1 ¢ 
AE m, de acordo com o que foi visto em 5.6.2, isto é: 


(1,1,-2).(m,n, 2)=0 
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mQ) ға(1)%23)-1-0 
өш 
m*n-4-0 
2mtn-7=0 


A solução do sistema determina os valores de m е n ра 
em т, ou seja: 


que a reta 1 esteja contida 


т=з 


n=1 


5.7 Interseção de Dois Planos 
Consideremos os planos não paralelos 
miSx-2y+247=0 е milx-Iytzt4=0 


Sabemos que a interseção de dois planos não paralelos é uma reta r cujas equações se. 
deseja determinar, Uma reta está determinada quando se conhece dois de seus pontos ou um ponto 
e um vetor diretor da mesma. Um ponto pertence à reta interseção se suas coordenadas satisfazem 
simultaneamente a equações dos dois planos, isto é, ele constitui uma solução do sistema 


Sx-2y 024720 


3x-3y+z+4=0 pa 


O sistema é indeterminado e, em termos de x, sua solução é 


у=-2х-3 


#=-9х-13 


Estas são as equações reduzidas da reta interseção dos planos 1, е 12, sendo os pontos 
¿lesta interseção da forma: 


(6, y,2)=(x,-2x-3,-9x-13) 
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Observações 


0) Se atribuirmos valores a. x na solução do sistema, encontraremos pontos particulares da 
interseção dos planos m, е т; 


Por exemplo, para х =0, temos o ponto A(0, -3, -13) e para x = I, o ponto В(1, -5, -22). 
Então, um vetor diretor da reta interseção é У = AB =(1,-2,-9) e as equações paramétricas 
dessa reta, utilizando o ponto A, são: 


b) Lembrando que uma reta é definida por um ponto e por um vetor diretor, as equações 
desta reta interseção podem ser encontradas de outra forma. 


Determinaremos primeiramente um ponto da reta de abscissa zero, por exemplo, Então, 
fazendo x = O nas equações do sistema (5.7), resulta o sistema 


-2y +2+7=0 


-3y+z+4=0 


cuja solução é у =-3 e z=-13. Logo, um ponto da reta interseção é A(0, -3, -13). 


Como o vetor diretor У desta reta é simul 

neamente ortogonal aos vetores my =(5,-2, 1) 

e Ma =(3,-3,1), normais aos planos ту € Ta, 2 
respectivamente, (Fig. 5.7), Y será dado pelo 

produto vetorial de m, e m;, isto 


1|=(,2,-9) 


Portanto, as equações reduzidas da reta são 


у=-2х-3 


-x-13 Figura 57 
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©) Como a interseção ^ dois planos não paralelos é sempre uma reta, é muito comum 
apresentar uma reta através de um sistema cujas equações representam planos, No caso presente, se 
1 é esta reta, temos; 


| Sx-lytz4750 


3x-3y+2+4=0 


5.8 — Interseção de Reta com Plano 


Seja determinar o ponto de interseção da reta 


у= хз 


її 


сот o plano 


x + Sy = 22-90, 


Solução 


Se 1x,y,2) é o ponto de interseção de r e m, suas coordenadas devem verificar as 
equações do sistema formado pelas equações de г e de r: 


yaxta 
2-3х-4 
Зх +5y-22-9=0 


Resolvendo o sistema, obtém 


x2 
y=- 
25-10 


Portanto, 1-2, -1, -10) é o ponto de interseção da reta r com o plano т. 
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5.8.1 Interseção de Plano com os Eixos e Planos Coordenados 
4) Seja o plano 
mx Ү3улл-6-0 


Como os pontos dos eixos 


da forma (x, 0, 0), (0, y, 0) е (0,0, 2), basta fazer na equação 
do plano duas variáveis iguais a zero para se encontrar a terceira, e assim obter as interseções 
com os eixos. Assim 


I) se y 
dos x; 


е A1(3,0,0) éa interseção do plano т com o eixo 


1) ж x=250, 
dos y; 


=2 e А,(0,2,0) ¢ a interseção do plano т com o eixo 


Ш) se x=y= 0, 2-670 2 2*6 е As(0,0,6) € a interseção do plano x com o eixo 
dos z. 


b) Como as equações dos planos coordenados são x = 0, y = 0 е 2-0, basta fazer, na 
equação do plano, uma variável. igual a zero para se encontrar uma equação nas outras duas 
variáveis e, assim, obter as interseções com os planos coordenados, Então: 


1) se x70, 3y+2-6 


x=0 
ni 
2=-3y +6 


é a interseção de т com o plano yOz; 


j, a reta 


ID se y= 0, 2x+2-6=0,a reta 


é a interseção de п com o plano xOz; 
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Ш) se 2-0, 2x +3y-6=0, a reta 


é a interseção de я com o plano хОу 


O gráfico mostra os pontos Ay, Az е As easretas rj Ta ету 


A10, 2,0) 


АТ) 


Observação 


Se um plano miax+by cz +d=0 não é paralelo a nenhum dos planos coordenados 


(240, 40, c#0) e não passa pela origem (43-0), sua equação pode ser apresentada na 
forma 


denominada “equação segmentária do plano па qual (p,0,0), (0,4,0) e (0,0,1) são os 
os pontos onde т intercepta os eixos dos x, dos y e dos z, respectivamente. 
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Exemplo 
Seja a equação: 

| xay +2-6 =0 

! өш 

1 2x 13y +2=6 

| Dividindo ambos os membros por 6, vem 


е os pontos de interseção com os eixos dos x, dos y е dos z são Ai(3,0,0), A:(0, 2,0) 
e Ay(0,0, 6), respectivamente, conforme já vimos. 


М 59 — Problemas Propostos 
0) Seja o plano 
тоху 132+1 =0 
Calcular 


а) О ponto de т que tem abscissa 4 е ordenada 3; 


b) O ponto de т que tem abscissa 1 e cota 2; | 
| ¢) O valor de К para que o ponto P(2, k +1, К) pertengaa т 


4) O ponto de abscissa zero e cuja ordenada é o dobro da cota. 


Nos problemas 2 a 10, determinar a equação geral do plano. 


2) paralelo ao plano 7: 2x -3y =z + 5 = 0 e que contém o ponto A(4, =1, 2) 


3) perpendicular à reta 


€ que contém o ponto A(1,2,3); 
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4) mediador do segmento de extremos А(1,-2, 6) e B(3,0,0); 
5), mediador do segmento de extremos A(5, -1,4) e В(-1,-7, 1); 
6) paralelo ao eixo dos 2 e que contém os pontos A(0,3, 1) e B(2,0,-1); 
7) paralelo ao eixo dos x e que contém os pontos A(-2,0,2) e B(0, -2, 1); 
8) paralelo ao eixo dos y e que contém os pontos AQ, 1,0) e B(0,2, 1); 
9) paralelo ao plano xOy е que contém o ponto A(S, -2, 3); 
10) perpendicular ao eixo dos у е que contém o ponto A(3, 4, =1). 
Nos problemas 11 a 14, escrever а equação geral do plano determinado pelos pontos: 
11)) AC1,2,0) ВО, -1,1) e С(1,1,-1). 


12) AQ, 1,0), B(4,-2, -1) е C(0, 0, 1). 


13) A(0,0,0), B(0, 3,0) е C(0, 2, 5) 


14) AQ, 1,3), BC3, -1,3) е C(4,2,3). 


15) Determinar o valor de а para que os pontos А(а, -1, 5), B(7, 2,1), C(-1,-3,-1) e 
D(1, 0,3) sejam coplanares, 


Nos problemas de 16 a 19, determinar a equagáo geral do plano nos seguintes casos: 


16) О plano passa pelo ponto A(6,0, -2) e é paralelo aos vetores Î e -2j +K. 


17) O plano passa pelos pontos A(-3,1,-2) е B(-1,2, 1) е é paralelo ao vetor Y = 2i - 3k, 


18) О plano contém os pontos А(1,-2,2) e B(-3,1,-2) е é perpendicular ao plano 
т:2х+у-2+8=0. 


19) О plano contém o ponto A(4, 1,0) e é perpendicular aos planos m :2x-y-4z-670 е 
Mmixty+22-3=0, 
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Nos Problemas 20 a 23, determinar a equação geral do plano que contém os seguintes pares 
de retas: 

20) 

ЕСЕН 

2) r 7 

4 x+2 _у-1. 

D e Tob iso 

a») x= 
E e sjy 

222-1 
Nos problemas 24 a 28, determinar a equação geral do plano que contém o ponto e a reta 
dados 

2) x= 
A(3,-1,2) e n | yz2-t 

2=3+2 

25 x +2y +z 

А(3,-2,-1) e 
2х% y-2+7=0 

26) A(1,2, 1) e a reta interseção do plano #:x - 2y *z- 3= 0 com o plano yOz, 

27) А(1,-1,2) eoeixodos z. 

28) A(1,-2,1) eoeixo dos x. 

29) Estabelecer as equações dos planos bissetores dos ángulos formados pelos planos 


с yOz. 
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зо) 


31) 


32) 


33) 


2) 


35) 


36) 


Representar graficamente os planos de equações: 
а) х+у-3=0 с) 2y+32-6=0 

b) 2=-2 d) 3x+4y+22-12=0 

Dada а equação geral do plano 1:3x-2y-z-6=0, determinar um sistema de equações 
paramétricas de т. 


Estabelecer equações paramétricas do plano determinado pelos pontos А(1,1,0), В(2,1,3) 
е С(-1,-2,4). 


Determinar o ángulo entre os seguintes planos: 
а) т:х+2у+2-10=0 e л,:2х+у-2+1=0 

b) mi2x-2y 170 е m:x-y-2=0 

€) mi3k*2y-670 е m: plano xOz 

d) mi3x+2y-6=0 e m: plano yOz, 
Determinar o valor de m para que seja de 30º o ángulo entre os planos 


mixtmy+22-7=0 е 
mix + Sy 32-220. 


Determinar а e b, de modo que os planos 


miaxtby+42-1=0 e m:x-Sy-22+5=0 


sejam paralelos. 
Determinar m de modo que os planos 


m:2mx+2y-2=0 e 
ma: 3x my +22 


sejam perpendiculares. 
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30 


38) 


39) 


40) 


Determinar o ángulo que a reta 


forma com o plano 1:2x- y +72-1=0. 

Determinar o ángulo formado pela reta 
у=-2х 

| 2=2x+1 


eo plano r:x-y +5=0. 


Determinar as equações reduzidas, em termos de X, da reta r que passa pelo ponto 
A(2, -1, 4) e é perpendicular ao plano я: х -3y + 22-1 * 0. 


Determinar as equações paramétricas da reta que passa pelo ponto A(-1,0,0) e é paralela 
a cada um dos planos 


mi2X-y-rtls0 е mixtiy+z-5=0, 


Seja o paralelepípedo de dimensões 2, 3 e 4, representado a seguir. 
Determinar: 


а) as equações da reta que contém o segmento AF; 
5) as equações da reta que contém o segmento АВ; 
с) as equações da reta que contém o segmento EF; 
4) as equações da reta que contém o segmento АС; 
е) as equações da reta que passa pelos pontos O e F; 
f) аз equações paramétricas da reta que contém o segmento ОА; 
8) a equação do plano que contém a face ABCD; 


h) a equação do plano que contém a face ABGF. 
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42) 


2) 


44 


45) 


46) 


47) 


48) 


Mostrar que a reta 


x=31+1 
r f y=-2-1 


zst 
é paralela uo plano 1:x+2y +2+3=0, 


Mostrar que a reta 


| 


está contida no plano m: 2x + y - 32 


1 


„23.250 


0. 
Calcular os valores de m e n para que a reta 

у=2х-3 

Е) 
esteja contida no plano m: nx +my = z - 2 =0, 
Nos problemas 45 e 46, estabelecer as equações reduzidas, sendo x a variável independente, 
da reta interseção dos planos: 


midx=y ta-3=0 e тужізуіліі4-0 


m:3x-2y-2-1=0 6 mixtly=z-7=0 
Nos problemas 47 е 48, determinar ав equações paramétricas da reta interseção dos planos: 


m: 


x-y-32-570 е mix*y-2-3-0 
midx+y-2=0 e mure 


Nos problemas 49 а 51, determinar o ponto de interseção da reta т com o plano т nos 
seguintes casos: 


52) 


53) 


59 


e m 2х-у+32-9=0 


x=1+ 


no] уе e mx=3 


2=5 


x= 
no y=l-2 в m2x4y-i-d-0 
1-4 
Determinar os pontos de interseção da reta 
y=2x-3 
Г 


х+2 


сот os planos coordenados, 
Determinar ox pontos de interseção do plano 
т:2х%4у-и-4-0 
com ox eixos coordenados e, também, a reta Interseção deste plano com o plano хОу, 
Determinar o ponto de interseção das retas 

3x ty 4624130 х=1 
i | 

9x +3у +52=0 Ахіу-:-9-0 


Nos problemas 55 e 56, determinar a equação geral do plano que contém o ponto A 
reta interseção dos planos m € ma. 


A(,01), — туг2х-Зу-5:40 е mix-y70. 
AG1,2,0), О mi2x=y=0 e mixty-2-4=0, 
Seja a reta 
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а) quais as equações reduzidas da projeção de т sobre o plano хОу? E sobre o plano xOz? 


b) qual o ángulo que r forma com o plano хОу? 


58) Estabelecer as equações simétricas da reta que passa pelo ponto A(3, 6, 4), intercepta o 
eixo Oz e € paralela ao plano 


m х-3у%5:-6-0. 


59) О plano я:х%у-2-2-0 intercepta os eixos cartesianos nos pontos A, B e C. Calcular 
а área do triângulo ABC. 


60) Calcular o volume do tetraedro limitado pelo plano 3x + 2y -4z- 12=0 ¢ pelos planos 
coordenados. 


59.1 Respostas de Problemas Propostos 


1) a) (4, 3, -2) дк-2 
5)(,9,2) 4) (0,-2,-1) 

2) 2х-3у-:-9-0 9) 2=3 

3) 2х+у-2-1=0 10) у-4 

4) х+у-32+8=0 П) 4х%5у%32-6-0 
5) 4х%4у%22%3-0 12 x-2y=0 

6) 3х%2у-6-0 13) x-0 

7) y-22+4=0 M) 2-3 


8) x+22-2=0 15 


188 Geometria analítica 


16) y+22+4=0 33) а) 60º 


17) 3x-12y+22+25=0 


18) х-12у-10:-5-0 
19) 2x-8y+32=0 үз 
20) 5x-4y-32-6=0 34) 1087 


21) Sx-2y+42-21=0 35) а=-6 


22) 2х+2у+2+2=0 

23) 2х+у-22+3=0 30 >7 

24) xty-2=0 me 

25) 2x *3y 25170 
38) 45% 

26) 6x-2y+2-3=0 
39) | у=-3х+5 

27) x*y*0 

28) y+2=0 40) | x=2t-1 

29) x*y*0 е x-y=0 


31) Existem infinitos sistemas. Um deles ёс 


xst 
h 
-6+2h+3t; hte R 


32) x=1+h-2 
узі-% dÍ 
2=3h+4t 
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189 


2) 


45) 


46) 


47) 


2 


4) | x=% 
у= 
123 

e 


y*i-t 
2-083 


xst 


y=2-2 
т=з 


49 (1,2,3) 
50) (3,4,5) 
51) (3,-5,-3) 


52) 


BLOGOS 


53) (2,0,0), (0, 1, 0), (0, 0, -4) 


z=0 
— 
$4) (1,2,-3) 
55) 5х-7у-10:50 


56) 2х-7у%4:%16-0 


57) a) | yg 2x47 
250 


59) 2/3 ua. 


60) 12шу. 


| 


,(0,-3,2) 


2=2х-7 


y=0 


CAPÍTULO 


6 


DISTÁNCIAS 


6.1 Distância entre Dois Pontos 


'A distância d entre os pontos Pi(Xı, уз, 21) е P¿(%, Y2,22) é о módulo do vetor 


Б,Ё,, Istoé: 
NATA 
e, portanto, 


(Рз) = V(x: = x1)? + (Ya Y +(® = 21)? (6.1) 


6.1.1 Problema Resolvido 


1) — Calcular a distância entre os pontos P,(7, 3, 4) е Р,(1,0, 6). 


Solução 


No caso presente, temos: 


x7. ; өзі 
nes г 30 
аз i 276 


150 
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Logo, de acordo com (6.1), vem: 
ағыру-У0-7 %(0-3) (6-4) 
d(P,,P,)- V3699 14 
(Pj, P2) = VT 


(P, P2) = 7 u.c. (7 unidades de comprimento) 


62 Distância de um Ponto a uma Reta 


Seja uma reta r definida por um ponto P(x, Ys, zi) 6 pelo vetor diretor V (ab c) 
e seja Po(Xo, Yo, Zo) um ponto qualquer do espaço, Os vetores Y e PiPo determinam um 
paralelogramo cuja altura corresponde à distância d de Po а т que pretendemos calcular 
(Fig. 6.2). 


E Figura 6.2 
Sabe-se que a área A de um paralelogramo é dada pelo produto da base pela altura 
DESI 
ou, de acordo com a interpretação geométrica do módulo do produto vetorial, por: 


b)ATIY х BÉ 
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Comparando а) com b), vem: 


1а х АВЫ 


aca is тты, (62) 
ізі 


6.2.1 Problema Resolvido 


2) — Calcular a distância do ponto Po(2, 0, 7) à reta 


r passa pelo ponto P,(0, 2, -3) e tem а direção do vetor Y =(2,2, 1), Seja ainda 
Po = Py =(2,-2, 10). De acordo com (6.2), temos: 


ato, در‎ 022 To E s 
ae o LEA. VA 
d(Po 1) =: Ут > 

Observação 


O produto vetorial V х PIP; = (2,2, 1) х (2,-2, 10) é dado por: 


dt É 
2 2  1|=(2-18,3) 
242 ш 
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63 Distância entre Duas Retas 
631 As Retas são Concorrentes 

A distância d entre duas retas г е s concorrentes é nula, por definição. 
632 Аз Retas são Paralelas 


222 


A distância d entre as retas r e s, paralelas 
(Fig. 6.34), € a distância de um ponto qualquer 
Pa de uma delas à outra reta, isto é: 


4,5) =d(Po, s), Po € r 
өш 


4,5) = (Ро), Po € $ 


Сото se vé, a distáncia entre duas retas paralelas se reduz ao cálculo da distáncia de um 
ponto а uma reta, visto em 6.2 


63.21 Problema Resolvido 


3) Calcular a distância entre as retas 


у=-2х+3 


Solução 


As retas, na verdade, são paralelas, pois um vetor diretor de r € U =(1,-2, 2) e um vetor 
diretor de s 6 V =(-2,4,-4) e ¥ —-2u. Calculemos a distância entre г e s por 


d(r,s)=d(Po,s) com PoE r 
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Um ponto de r é Po(0,3,0) е s passa por Р,(-1,1,-3) e tem a direção de V =(-2,4, -4). 
De acordo com (6.2), temos: 
I BE 
НЕЕЦ 
Ivi 
Como PIP, =(1,2, 3), vem: 
1€2,4,-) х (1, 2,3)1 _ 1020,2, -8)1 


d(Po, 5) = 


Cod 7 2441 1634-91 
5/400%4%404 468 64/13 
ШЫ vB 


Уч VB 6 
ЧФ, 5)= VT шс. 


6,33 Аз Retas são Reversas 

Consideremos duas retas r e s reversas: a reta r definida por um ponto Р(х,у, #4) 
e pelo vetor diretor U = (а, Б, сү) е a reta з pelo ponto Р, (хг, y, 22) e pelo vetor diretor 
Velas ba, ca). 

Os vetores U, V e Бү, =(%a =X, Ya = Yi, Za n) determinam um paralelepípedo 
(Fig. 6.3-b). A base desse paralelepípedo é definida pelos vetores V e Y ea altura corresponde 
à distáncia d entre as retas re s, porque a reta s é paralela зо plano dá base do paralelepípedo 
uma vez que sua direção é a do vetor V. 


Z 


Figura 6.35 
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Sabe-se que o volume V de um paralelepípedo é dado pelo produto da área da base pela 
altura 


a Үгүй x Via 


ou, de acordo com а interpretação geométrica do módulo do produto misto, por: 
b) V= 1,7, PP) 
Comparando a) com b), vem: 


ТЕГЕЛ 


EL ЗО (633) 


d-d( s) 


6.3.3.1 Problema Resolvido 


4) 


Icular a distância entre as retas 


Solução 


A reta r passa pelo ponto Р,(-2, 1,4) e tem a direção do vetor U =(1,0,-2) ¢ a reta s 
pelo ponto Р,(3,-1,3) e tema direção de Y =(0, 2, -1). Então, Р.Б; =(5, -2, -1) 


e 


1 -2 
(8,У,58,)-10: 2 -1|=16 
54 ч 
a FR 
x= |1 0 -2|=(412 
2 
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De acordo com 6.3.3, temos: 


ІСІНЕ 
ILDI YT 


16 


ул 


dlr, s) 


16 


dir s) 


64 Distância de um Ponto a um Plano 


Sejam um ponto Po(Xo, Yo, 20) е um plano 


1 тгах by teztd=0 


Sejam A о pé da perpendicular conduzida por Po sobre o plano т (Fig. 64) e P(x, y, z) 
um ponto qualquer desse plano. 
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O vetor R — (a,b, с) é normal зо plano 7 e, por conseguinte, о vetor АРо tema mesma 


direção de 1 


A distância d do ponto Py ao plano т 6 


Po, n) = AP | 


Observando que o vetor АР, é a projeção do vetor РЕ na direção de m, de acordo 
com o disposto em (3.6), vem: 


mas 
LL 

e 
mol (abo) 
nam 

logo: 


a, b, c] | 


Po, л) 


(Xo =X, Yo 7 Y, Zo 


1а(х - х) + b(yo - y) + czo - 21 


“врт Маъ на 


[axo + byo + czo = ax - by = cz | 


(Ро, п) = A 
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Em virtude de P pertencer ao plano т: 
-ax-by-cz-d 


e, portanto 


laxo +byo +cto +41 


(64) 


а, т) = 
dem" Vus 
Examinando esta fórmula, vê-se que o numerador é о módulo do número que se obtém 


substituindo x, y e 2 no primeiro membro da equação geral do plano pelas coordenadas do 
ponto Po, е o denominador é o módulo do vetor normal зо plano. 


Observação 


Se o ponto considerado for a origem О(0, 0, 0) do sistema, tem se: 


[ET] 


Om) = 


64.1 — Problema Resolvido 


5) Calcular a distância do ponto Po(-4, 2, 5) ao plano яг2х +y £22 + 8*0 


Solução 
No caso presente, tem-se; 


1) coordenadas do ponto Po: xo =-4, yo =2 6 zo 


П) componentes do vetor normal n:a=2,b=1 e c=2 
Substituindo esses valores em (6.4), vem: 


1264) +102) +2(5) +81 


d(Po, т) = СТЕ 


Distâncias | 199 


d(Po, т)= 


1-8+2+10+8] 12 
3 


vVa+1+4 7 


d(Po, т) =4 шс. 


65 Distância entre Dois Planos 


A distância entre dois planos é definida somente quando os planos forem paralelos. 


Dados dois planos m, e ma, paralelos, a distância d entre eles é a distância de um ponto 
qualquer de um dos planos ao outro: 


dlm, m) =4(Po, тъ) com Po € m 
ou: 
(т.т) =d(Po, т) com Po € т 
Como se vé, a distáncia entre dois planos paralelos se reduz ао cálculo da distáncia de um 
ponto a um plano visto em 64. 
6.5.1 — Problema Resolvido 
6) Calcular a distância entre os planos 


mi2x-2y+2-5=0 е midx-4y+22+14=0 


Solução 


Um ponto de m é Ро, 0, 5) e um vetor normal a m € 1 = (4, -4, 2). Portanto, de 
acordo com (6.4), vem: 


14(0)-4(0) +2(5) +141 110 +14] 


a(n, ma) =P, O ЕТІН 


24 
dr, ra) = 
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Outra Solução 
Como os planos 


miapctbiy fe zd, =0 


mimax + bay саг td =0 


мо paralelos, sempre é possível obter a, =a =a, by =by =b е с) =c} =e. 


Levando em conta que 


| axo + byo + czo + dı | 


(тула) =d(Po, m) = 


+, considerando a equação de т, vem: 
ахо +byo + czo =-da 


logo: 


Considerando os planos do exemplo anterior e multiplicando por —L- a equação de s, 
ficamos com: 


milx-2y4+2-5=0 е л:2х-2у+:+7=0 


mas quals dı =-5 e 4-7. Então 


66 Distáncia de uma Reta a um Plano 


A distáncia de uma reta a um plano é definida somente quando a reta 6 paralela ao 


Distâncias 201 


Dada uma reta r paralela a um plano л, a distáncia d da reta ao plano € a distáncia de 
um ponto qualquer da reta ao plano, isto é, 


dlr, т) =d(Po, т) com Po € г. 
problema resolvido em 64. 


Nota 


O cálculo de distáncias (distáncia entre dois pontos, distáncia de ponto à reta e distáncia 
entre retas paralelas) по plano nio será objeto de estudo neste livro por pertencer ao currículo 
do 20 grau, 


6.7 Problemas Propostos 

1) Mostrar que o ponto Р,(2,2,3) é equidistante dos pontos Pa(1,4,-2) е Р,(,7, 5) 
2) Determinar, no eixo das ordenadas, um ponto equidistante de A(1,1,4) e В(-6, 6,4) 
3) Calcular 


а) a distância do ponto P(1, 2, 3) à reta 


b) a distância do ponto P(1, 2, 3) a cada um dos eixos coordenados 
4) Seja o triângulo ABC de vértices A(-3, 1,4), В(-4,-1,0) е C(-4,3, 5) 
Calcular a medida da altura relativa ao lado BC. 


5) Calcular a фийн, 


entre as retas г e s nos seguintes casos 
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b)r passa pelos pontos A(1,0,1) e B(-1,-1,0) e s pelos pontos C(0,1,-2) е 


D, 1,1) 
ә (хз 
у-2 
a) x=1-t 
Jp e s: eixo dos x 
аға 
Ж avs ГЕ 
nx=y=z-2 е «Ма 


6) Determinar a distância do ponto P(2, -1, 2) a cada um dos planos 


а) т:2х-2у-2+3=0 
һут:х+у+т=0 
сул:2х+у=3 


7) Achara distáncia до ponto P(2, -3, 5) ао plano 
тх + 2у+62-2=0, 7 

8) Achar a distância da origem а cada um dos planos 
а) m:3x-4y +20=0 


x=2-h+2 
Әт: ysit3h-t 
z 


9) Dado o tetraedro de vértices А(1,2,1), ВО, -1, 1), C(O, 
a medida da altura baixada do vértice D ao plano da face ABC. 


1) e D(3,1,0), cal 


10) Escrever as equações dos planos paralelos ao plano я:3Х-2у-02-5-0 que 
5 unidades da origem. 
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| 

11) Calcular a distância entre os planos paralelos: | 
mimar € — mixkytz-3-0 | 
D)mix=22+1=0 e mi3x-62-8=0 | 


12) Determinar a distáncia da reta 
хээ 
yea 


а) ao plano xOz 
b) ao plano yOz 
с) ao eixo dos z 
d) ao plano mx +y=12=0 


6.7.1 Respostas dos Problemas Propos 


D dB, P) = V305 de P) B) аа 


2) (0,7,0) 98 


ул” 10) 3х-2у-0:535-0 
Da 
y u 
5) эж DE A 
2 ув 12) 94 ; ыз 

а 22; У 
^ 9 y jn ҚҰЗ 
2 


gal: ыу: до 


UR 
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7.1 A Parábola 


Consideremos em um plano uma reta d е um ponto F não pertencente а d. 
Parábola é o lugar geométrico dos pontos do plano que são equidistantes de F e d. 


Figura 7а Figur 7.1-b 


Na Figura 7.La estão assinalados sete pontos que são equidistantes do ponto F e da 
reta d. 

Sendo P' o pé da perpendicular baixada de um ponto Р do plano sobre a reta d 
(Fig. 7.15), de acordo com a definição acima, P pertence à parábola se, e somente э: 


аф, F)-dQ, P) 


ЕЛ 
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ou também: 


| RE] =1 PP 


Observação 


Consideramos o fato de F Ф d, pois, caso contrário, a parábola se degeneraria numa reta 


7.1.1 Elementos 
Considerando a Figura 7.1-b, temos: 


Foco: é o ponto F. 

Diretriz: é a reta d. 

Eixo: é a reta que passa pelo foco e é perpendicular à diretriz. 
Vértice: о ponto V de interseção da parábola com o seu eixo. 


Obviamente, tem-se: d(V, Р) = (У, A). 
Com a finalidade de obtermos uma equação da parábola, teremos que referia ao sistema 


de eixos cartesianos. Iniciemos pelo caso mais simples. 
7.12 Equação da Parábola de Vértice na Origem do Sistema 
19 caso: O eixo da parábola é o eixo dos y 


Seja Р(х, y) um ponto qualquer da parábola (Fig. 7.1-с) de foco Е(0,-РЭ. 


ou: 
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Como P(x, =$), vem: 
1-0, y 51 = Gc x y + Dl 


Var 9 Va (y+ Бу 


Elevando ambos os membros ao quadrado, obtemos: 


od «c-r yy 


ou: 
T Poy 5 
эй жу? pedo =у іруі 
ou, simplesmente: 
2py (12 


Esta equação € chamada equação reduzida da parábola е constitui a forma padrão 
equação da parábola de vértice na origem tendo para eixo о eixo dos y. 
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Da análise desta equação conclui-se que, tendo em vista ser 2ру sempre positivo ou nulo 
(pois é igual a x? > 0), ossinais de р e de y são sempre iguais, Conseqlentemente, se p»0 a 
Parábola tem concavidade voltada para cima e, se p< 0, a parábola tem concavidade voltada 


para baixo, conforme as figuras a seguir esclarecem ( 
1 
ї 
| 
ED ! 
22) 

у<ө | 

22) 


Este número real р #0 é conhecido como parámetro da parábola, 


29 caso: O eixo da parábola é o eixo dos х 


Sendo P(x, y) um ponto qualquer da parábola. 
(Fig. 7.14) de foco Е(2,0), obteremos, de forma 


análoga ao 19 caso, a equação reduzida: 
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Conforme o sinal de p, teremos: se p> 0, a parábola tem concavidade voltada para а 
direita e, se р < 0, a parábola tem concavidade voltada para a esquerda. 


7.1.2.1 Problemas Resolvidos 


1) Determinar о foco e a equação da diretriz das parábolas x? =8y e у? --2x. Construir 
o gráfico. 


Solução 
а) x? -By 


A equação é da forma: 
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Portanto. 


foco: Е(0, 2) 
2 


diretriz: y 


Observemos que na equação х? = Ву, a cada valor de y, por exemplo, 2, correspondem 
dois valores de x simétricos, no caso, 4 e -4. Assim, esta parábola é simétrica em relação ao 
eixo dos y, De modo geral, se numa equação a troca de x por -x não altera a equação, ela 
representa uma curva simétrica em relação ао eixo dos y. Em outras palavras, um gráfico é 
simétrico em relação ao eixo dos y se о ponto (=x, y) pertence ao gráfico sempre que (x, y) 
também pertencer, A existência de simetria em relação a um eixo é uma particularidade muito 
útil para a construção de gráficos, pois basta determinar o gráfico de uma das metades da figura; a 
parte restante do gráfico é uma reflexão daquela 


буу! =-2x 
A equação é da forma 


y! = 2px 


logo: 


Portanto. 


foco: FG 0) 


„1 
diretriz: x => 


Esta parábola é simétrica em relação ao eixo dos x. Na verdade, a substituição de y por 
-y não altera uma equação da forma y? = 2px, 
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2) Determinar a equação de cada uma das parábolas, sabendo q 


a) vértice V(0, 0) e foco F(1,0) 
b) vértice V(0, 0) e diretriz y =3 
c) vértice У(0, O), passa pelo ponto Р(-2, 5) е concavidade voltada para cima. 


Solução 


а) A equação é da forma: 


mas; 


Substituindo este valor de p na equação acima, obtemos: 
y =20)х 


ou: 


b) A equação é da forma: 


2ру 


ou: 


ou: 


с) A equação é da forma 


х? =2py 


Como P pertence à parábola, então (-2, 5) é 
uma solução da equação, isto é, a afirmação: 


(әу =2р(5) 
é verdadeira, Daf vem: 


m 


# 


e, portanto, а equação desejada é: 


2 
CY 
2 
4 
ху 
оо, ainda: 


Sx? - 4y =0 
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7.1.3. Transiação de Eixos 


Consideremos no plano cartesiano хОу um ponto O'(h, К), arbitrário. Vamos introduzir 
um novo sistema x'O'y” tal que os eixos O'x e O'y’ tenham a mesma unidade de medida, a 
mesma direção е o mesmo sentido dos eixos Ox e Оу. Nestas condições, um sistema pode ser 
obtido do outro, através de uma translação de eixos, 


Figura 7.10 
Seja um ponto P qualquer do plano tal que suas coordenadas sio: 


x еу em relação ao sistema хОу, 
X еу em relação ao sistema ХОУ), 


Pela Figura 7,1-e, obtém-se: 
жек e y=y+k 


ou: 


x-hoe y 


que sio as fórmulas de transação e que permitem transformar coordenadas de um sistema para 
outro. 
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^ principal finalidade da transformação de coordenadas é modificar а forma de equações. | 
Por exemplo, seja a parábola de equação Ї 


referida ao sistema ХОУ! 


Se tivermos h=3 е k=2, istoé, O'(3, 2), e sabendo que: 


xh е уту-к 


мов: 


8 у'т=у-2, 

a equação desta parábola em relação ao sistema хОу 6: 
(хез) 4(y-2) 

ou 
x 6x +9 = 4y 8 

ош 


ха 


6к-4у%1750. 
Reciprocamente, a equação: 
X -6x-dy +1750 

по sistema хОу tem equação 

n 


х? = ay 


no sistema x'O'y' 


De fato. 


-6x-4y +1750 
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хэхээ 

"Ун 

(x %3)-600%3)-4(у +2) +170 
X?! 6x €9- 6x = 18-Ay -8417-0 
x?.ay =0 


ХЭ?" 


Como se observa neste caso, mediante uma adequada translação de eixos, а equação em х 


e y transformase numa equação em х' е у bem mais simples, e ambas com o mesmo 
gráfico. 


7.4 Equação da Parábola de Vértice Fora da Origem do Sistema 


19 caso: O eixo da parábola é paralelo ao eixo dos y 


Seja uma parábola de vértice V(h, k) е eixo paralelo ao eixo dos y, sendo h e k 
nadas de V em relação ao sistema xOy. 


Cómicas | 215 


Figura 7.14 


Seja P(x, y) um ponto qualquer desta parábola. 

Consideremos um novo sistema X'O'y com a origem 0” em V nas condições do que foi 
visto em 7.1.3 (Fig. 7.14). 

Sabe-se que a equação da parábola referida ao sistema ХОУ é 


(x-h)? =2p(y-K) 


que éa forma padrão da equação de uma parábola de vértice V(h, К) e eixo paralelo ao eixo 


dos y. 
29 caso: O eixo da parábola é paralelo ao eixo dos х 
De modo análogo ao caso anterior, teremos: 
(=k =2р(х- B) 


Observemos que se (h, К) = (0, 0), voltamos a ter o caso particular de 7.1.2. 
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714.1 Problemas Resolvidos 


3) Determinar a equação da parábola de vértice V(3, -1), sabendo que y - 1 =0 é a equação 
de sua diretriz, 
Solução 


Para facilitar, façamos um esboço do gráfico. 
A equação da parábola é da forma: 


(ahy =2р(у- К) 


>, 


Substituindo na equação (1), vem: 


(37 = 2.4) +1) 
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өш 


х2-6х%9--8у-8 


ou, ан! 


х? -6x+ 8y +17=0 


4) Determinar a equação da parábola de foco em F(1, 2), sendo x =5 a equação da diretriz, 


Solução 
A equação da parábola é da forma: 
(y-k)? = 2p(x -h) (2) 
mas: 
У(3, 2) € ponto médio do segmento AF, 
logo: 


“= 


Substituindo па equagáo (2), vem: 


(y-2y = 2.C4)(x-3) 
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ay +4=-8x + 24 


өш 


у? - ду +8x-20=0 


5) Determinar o vértice, um esboço do gráfico, o foco e a equação da diretriz da parábola 


y +бу-8х+1=0. 


Solução 


Primeiramente, vamos apresentar esta equação na forma prática: 
(y- Kk)? =2р(х- №) 

Iniciemos escrevendo a equação assim: 

y +6y=8x=1 


deve ser um trinómio quadrado, teremos que completar a 


Como о 19 membro da equação 
до da forma у? + qy devemos 


expressão y? + бу, Para completar o quadrado de uma express 
somar o quadrado da metade do coeficiente de y, он seja, СУУ No caso de y? + бу, devemos 


somar (63, ou seja, 9. Ora, como iremos somar 9 ao 19 membro da equação, não podemos 


deixar de compensar somando 9 também ao 29 membro: 
y +бу+9=8х-1+9 

өш 
(у +3° =8х+8 

ou, ainda: 


(y*35 28600 
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e a equação dada está na forma padrão. 
Logo, temos: 


h=-1 
кез 
2р-8 ош Яа 


Portanto, o vértice da parábola 6: 


VEL). 
Pelo esboço do gráfico, tem-se os 
demais elementos solicitados: 


foco: F(1,-3) 
diretriz: x=-3 


7.1.5 Equação da Parábola na Forma Explícita 


Sabemos que a equação de uma parábola de vértice V(h,k) e eixo paralelo ao eixo dos y 
tem a forma padrão: 


(x- hy = 2р(у - k) (7.1.5) 


Por exemplo, para V(2,-1) e р =, teríamos: 


Ayo 
Com o objetivo de explicitar y nesta equação, faremos: 
1 


xî 4x +4 = Ду + 


ах? - 16x +16 =y +1 
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donde 


x! 16x +15 


[i 


Uma equagáo na forma padráo (7.1.5) pode ser apresentada sob a forma: 


утах? кіс 


chamada forma explicita da equação da parábola cujo eixo é paralelo ao eixo Oy. 


Reciprocamente, dada uma equação na forma explícita, podemos sempre conduzia à 
forma padrão (7.1.5). Conseqüentemente, o gráfico de 


утах tbxte 
com а #0, é sempre uma parábola de eixo paralelo ао eixo dos y. 
Analisemos os aspectos mais importantes do gráfico da parábola de equação: 
у= 4х2 -16х+15 
Inicialmente, transformemos esta equação рага а forma padrão (7.1.5): 


4X -16х-у-15 

402 --40-у-15 

40 -Ax +4) = y -15 540) 
4-1 =y +1 


IR, 


logo, o vértice é 


уо, -1) 


m 
29-01 
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Para esboçar o gráfico, vamos calcular as interseções da parábola у = 4x? - 16x +15 com 
ов eixos coordenados. 


Fazendo x=0, vem y=15 e, portanto, (0, 15) é o ponto onde a parábola corta o eixo 
dos y. 


Fazendo y =0, vem 


ах? - 16x +15=0 


0) são os pontos onde a parábola corta o eixo 


edi ors são Le Ee, potato, (3.0) є 
рам 


O gráfico está esbogado na figura. 


ый. 
ES 


e, portanto, o foco é: 


" 1 
FQ,-1*4g) ou FO- 16) 


6 


e a diretriz tem equação: 


Quando a equação da parábola estiver na forma explícita y = ах? + bx +c, a determinação 
b 


do vértice V(h, k) poderá ser feita com maior rapidez lembrando que h =~ 5. Para o caso da 


equação у = 4х? - 16x +15, teremos: 


16 


Gero 
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e a ordenada correspondente К será obtida substituindo x=h por 2 nessa equação, isto é: 


k= 402) -16(2) +15 


Logo, o vértice é V(2, -1). 


Observação 


Se a parábola tem eixo paralelo ao eixo dos x, sua equação na forma explícita é 
x=ay + by +e 

correspondente à forma padrão: 
(y - К)? =2р(х-һ) 


Um detalhe importante na comparação destas equações é que o sinal do coeficiente a é 
o mesmo de p, e, portanto, a concavidade da parábola fica declarada quando sua equação 
estiver na forma explícita. Por exemplo, o gráfico de 


x= Зу? + sy 


é uma parábola de concavidade voltada para a esquerda porque o sinal de a € negativo, 


7.1.5.1 Problema resolvido 
6) Determinar a equação da parábola que passa pelos pontos (0, 1), (1,0) е (3,0), conforme 
a figura. 
Solução 
A equação é da forma: 


y=axtbxte, a0 
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Аз coordenadas dos pontos devem satisfazer a equação desta parábola, isto 6: 


1 = a(0)? +b(0) +e 
оча) +60) re 
О = а(3)? rb) re 


ou: 


өзі 
at bre=0 
9a 43b c0, 


sistema cuja solução é a7 E, b= -$ e c51, 


Logo, a equação da parábola é: 


der 


7.1.6 — Problemas Propostos 


Em cada um dos problemas 1 a 18, estabelecer a equação de cada uma das parábolas, 
sabendo que 


1) vértice; V(O, 0); diretriz d: y 
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2) foco: F(2, 0); diretriz d: x+2=0 
3) vértice: У(0, 0); foco: F(0,-3) 
4) vértice: V(0, 0); foco: F(-3,0) 


5) foco: Е(0,-1); d: y- 1-0 


6) vértice: V(0,0); simetria em relação ao eixo dos y e passando pelo ponto P(2, -3) 
7) vértice: V(-2, 3); foco: F(-2, 1) 

8) vértice: V2, =1); foco: F(S,-1) 

9) vértice: V(4, 1); diretriz d: x +4 =0 

10) vértice: V(0, 0); eixo y =0; passa por (4, 5). 

11) vértice: У(-4,3); foco: Е(-4, 1). 

12) foco: F(2, 3); diretriz: y =-1 

13) foco: F(6, 4), diretriz: у--2 


14) foco: F(3,-1); diretriz: x=} 


15) vértice: V(1,3); eixo paralelo ao eixo dos x, passando pelo ponto P(-1, -1). 
16) eixo de simetria paralelo ao eixo dos y e passa pelos pontos A(0,0), ВО 1) e C(3, 1). 
17) eixo de simetria paralelo ao eixo dos y e passa pelos pontos P4(0, 1), Р, 1,0) e Pa(2,0). 
18) eixo paralelo a y =0 e passa por P(-2,4), P,(-3,2) e Ру(-11,-2). 


Em cada um dos problemas 19 a 34, determinar o vértice, o foco, uma equação para a 
diretriz e uma equação para o eixo da parábola de equação dada. Esbogar o gráfico. 


19) x =-12y 
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10) 


11) 


x? +4x + 8y +12 


x? - 2x - 20y -39 =0 


y + 4y + 16x -44 =0 


| Respostas dos problemas propostos 


X +4x +8y-20=0 


y! +2у-12х+25 


у? -2y-32x+129=0 
Ay! -25x=0 


х + вх EBy- 8-0 


27) y +2y-16x-31=0 
28) у? -16x+2y+49=0 


29) у? -12x=1 


30) -4х+2 


3) х? =12(у-6) 
3) у=4х-х 


33) 8х-10-6у жу: 


Ly 
ly +оу-6 


18) х--4 


19) У(0,0), F(0, -3), 


20) У(0,0), F(-25,0), x=25, у-0 


21) V(0,0), FO, y 


(А 


о, 


22) voo. қа. 
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29) V(-1,0), F(2,0), х--4, y=0 


a) v0.0 ES) => 


200030) VQ.) FB- 


24) VC2,-D, ЕС2,-3) у=, х= 


25) М(1,-2), FQ,3) y 7-7, х=! 31) V(0,6), F(0,9), y =3, х=0 


26) VG,-2), ЕС-1.-2) x77, у--2 32 У0,4), ЕО, n. 4у-17-0, x-2=0 


2) УС2,-0), FQ,-D, x--6 y--1 33) 222 EZ, 3), өке13-0, у-350 


28) У(,-1), Е0,-1, х=-1, Ул му val. ra. D. 6y 1140, x- 420 


72  AElipse 


Elipse é o lugar geométrico dos pontos de um plano cuja soma das distâncias a dois pontos, 


fixos desse plano é constante. 

Consideremos no plano dois pontos distintos, Fı 
Seja um número real з tal que 2a > 2с. 

Ao conjunto de todos os pontos P. do plano tais que: 


€ Fa, tal que a distância d(Fy, Fi) = 


ЧР, Fy) + ФР, Fa) = 2а 


E 
[ALI LES 


dá-se o nome de elipse (Fig. 7.24). 


Figura 7.24 
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А Figura 72-5 sugere como se pode construir uma elipse no papel. Nos pontos Fj е Fz 
fixemos dois percevejos e neles amarremos um fio não esticado. Tomemos um lápis e distendamos 
com sua ponta o бо, marcando o ponto P,. Então, a soma das distâncias (Рз, F1) e d(Py, Fa) 
é o comprimento do fio. Se o lápis deslizar sobre o papel, mantendo o fio sempre esticado, ficará 
traçada uma elipse de focos Е, е Fz. A figura mostra outra posição Р, da ponta do lápis 
e, também para este ponto, a soma das distâncias d(P, F1) е d(P, Fz) € о comprimento 
do fio. Assim, para as infinitas posições da ponta do lápis, a soma das distâncias a F, е Fı é 
constante, 


A constante 2a anteriormente referida é о comprimento do fio. 


Se mantivermos constante o comprimento do По е variarmos as posições de Fi е Fz, a 
forma da elipse irá variar. Assim, quanto mais próximos os focos estão entre si, tanto mais а 
forma da elipse se assemelha à da circunferência, e quando F; =F, obtém-se uma circunferência 
Por outro lado, quanto mais afastados os focos estiverem entre si, mais “achatada” será a elipse. 


721 Elementos 
Focos: são os pontos F; е Fa. 
Distância focal: ба distância 2c entre os focos. 


Саи 


o ponto médio С do segmento F Fa. 


Eixo maior: é o segmento АА; de comprimento 2a (o segmento Ay A; contém os 
focos e os seus extremos pertencem à elipse), 


Eixo menor: é o segmento В.В. de comprimento 2b (B1B, 1 A/A, no seu ponto 
médio). 


Vértices: são os pontos Ai, Az, Ву € Ba 
в, 
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Excentricidade; 6 o número е dado por 


с 


Tendo em vista que с < a, tem-se: 0 <e <1. 


Observação 
Em toda elipse vale a relação: 


ELE 


Na verdade, esta igualdade € a relação de Pitágoras no triângulo retângulo B; CF;. 


7.22 Equação da Elipse de Centro na Origem do Sistema 


19 caso: o eixo maior está sobre о eixo dos x 
Seja Р(х,у) um ponto qualquer de uma elipse (Fig. 7.2<) de focos Е,(-с, 0) e F; 


Por definição, tem-se: 
d(P, F,) +d(P, Р.) = 2а 


ou: 


IFIP + FFI -28 
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ou em coordenadas: 


mas: 


V(x +o) (у - 0) + у(х = с)? *(y-0) = 2а 
VAY +1сх +1 = 2а XT +уї-2ек+е? 
(Ух уе к ку = (24- М? +у 


20x Су? 


x ty? + 20x +o = Aa? = 4а УРУГ акт x ey! dore 
ay FY Зета = da? dex 
ах ty ақ +e 


(x+y? date) 


-ox 


~ aex + 


Ах taty? айх найд на! 2a echt 


(0 буы ааа -2) 
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logo: 
ылау гә. 


Dividindo ambos os membros da equação por a^ b^, obtemos 


que é a equação reduzida da elipse de centro na origem e eixo maior sobre o eixo dos x, 


29 caso: O eixo maior está sobre o eixo dos y 


Com procedimento análogo ao 19 caso, obteremos a equação reduzida 


Observação 


Tendo em vista que 


a >b? edat a>b 
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Então, sempre o maior dos denominadores na equação reduzida representa o número 
‚ onde a é medida do semi-eixo maior. 


Ainda mais: se na equação da elipse o número a^ é denominador de X^, a elipse tem 
seu eixo maior sobre o eixo dos х. 


Exemplos 


A equação reduzida da elipse ao lado é: 


ou: 


A elipse ao lado tem equação reduzida. 


AN, 
4 9 


7.2.2.1 Problemas resolvidos 


Nos problemas de 7 a 9, para cada uma das elipses, determinar: 


а) a medida dos semi-eixos. 


b) um esboço do gráfico 


c) os focos 


d) a excentricidade 
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i 7 Эх? 25-225 
Ч 
1 Solução 
1 
1 Dividindo cada termo da equação por 225, temos: 
| a 
| м ‚253225 
1 225 225 225 
22 
а уа 
| Lis 
2597 
а) Mas: 
25>9, 
logo: 
$225 2а-5 
e 
b? =9 25-3 


b) 
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дад 
25= 9+0 
2816-1654 


Logo, os focos são F; (-4,0) e Ғ,(4,0). 
Les 
Des 
8 Ax y -16=0 
Solução 


Conduzindo a equação para a forma reduzida, vem: 


42 ry! =16 


» 
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A asb te? 
16=4 +0 
2812 e cT 


Logo, os focos мо Еү(0, - TZ) е F(0, VI). 
уй 2V VE 
2 


4 4 


9 хїжу!-9-0 


Solução 


A forma reduzida desta equação 6: 


ry =9 


ош: 


4) Neste caso, tem-se 
PELIS 

e, portanto, 
a=b=3 


Trata-se de uma circunferência de raio 3, 


b) 
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c) a =b? +o? 
9-948 
0=0 


Portanto, os dois focos coincidem com o centro da circunferência. 
co 
de 3^9 
A circunferência é uma elipse de excentricidade nula 


10) Uma elipse de centro na origem tem um foco no ponto (3,0) e a medida do eixo maior 
68. Determinar sua equação, 
Solução 


Tendo em vista que о foco dado é do eixo dos x, а equação desta elipse é da forma: 


: 

Р 
Tut 

Precisamos determinar a е b. Como o eixo maior mede 8, isto é 
24-8 


tem: 


ПО 


Tendo em vista que o centro da elipse é (0,0) е um dos focos 6 (3,0), concluise que с= 3 


asb? to 


ou: 


165b? +9 
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Portanto, a equação procurada €: 


XY. 
16 7 


7.23 Equação da Elipse de Centro Fora da Origem do Sistema 


19 сазо: О eixo maior é paralelo ao eixo dos x 


Consideremos uma elipse de centro C(h,k) e seja Р(х,у) um ponto qualquer da mesma 
24) 


(Fig, 


Figur 7.24 


Em 7.14 estudamos o caso da equação da parábola com vértice em (h,k) quando ocorre 
uma translação de eixos. O caso presente da elipse é perfeitamente análogo àquele. 


Assim: 
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é a equação de uma elipse de centro С(0,0) е eixo maior sobre o eixo dos x; quando o eixo 
maior for paralelo ao eixo dos x e o centro for C(h, k), a equação passa a ser 


(- , GA 
Em. 


т 1 


Este mesmo detalhe irá se repetir também по estudo da hipérbole a ser feito logo a seguir. 


29 caso: О eixo maior é paralelo ao eixo dos y 


De forma análoga, temos: 


(к-н)? ty- ky 
E Mir 2 


7234 Problemas resolvidos 


11) Uma elipse, cujo eixo maior é paralelo ao eixo dos y, tem centro C(4, -2), excentricidade 


e eixo menor de medida 6. Qual a equação desta elipse? 
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Solução 
А equação da elipse é da forma 
com h=4 е k=-2 


Precisamos determinar a e b. 


vem: 


zt 
“2 


m 
а = +02 
ЕТ 
des E 
да? = 36 + аг 
За? = 36 
а? =12 
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Logo, à equação da elipse é: 


(х4), gear 
+ 12 1 


Eliminando os denominadores е desenvolvendo os quadrados, encontramos: 
402 -8х +16) + 3(? + 4y +4) = 36 

ou: 
Ax! - 32x + 64 + 3y? + 12y + 12-36 =0 

ou: 


32x + 12y $4070 


focos e a excentricidade da elipse de equação: 


12) Determinar o centro, os vértice 


Ax! + 9у? -8х-36у%4-0 


Solução 
Para que a equação possa ser analisada devemos colocá-la na forma: 


су + چو‎ i 


Primeiramente, vamos agrupar os termos de mesma variável: 


(Ax? - 8x) + (ду? -36у)--4 


402 - 23) 9(y? - 4y) =-4 


өзде colocamos em evidência os números 4 e 9 para facilitar a construção de tri 
nestes dois parênteses 
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4G -2х +1)+9(у? - 4y + 4) = -4 + 4(1) + 94) 
ou: 


A(x- 1 +9(у- 2)? = 36 


Dividindo ambos os membros da equação por 36, obtemos: 
(dl, 2 ر‎ 
9 4 


que, comparada com 4 equação (1), informa: 


ocentroé 002) 
ge) amd 
bias ; 


Para atender as demais solicitações do problema, o gráfico auxilia. Assim, os vértices são: 


А12, 2), Аз(4, 2), Bi (1,0) e В,(1, 4). 
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Para determinar os focos precisamos do valor de с. 


Portanto, os focos são. 
Е -у5, 2) e Fa(1+5,2) 


Excentricidade: 


7.24 Problemas Propostos 


Em cada um dos problemas 1 a 8, determinar os vértices A, е Az, osfocose a excentri 
cidade das elipses dadas. Esbogar o gráfico. 


4) 9x! + Sy? -45 =0 


5) 4v «oy! =25 
6) ак жуг е1 
7) ах e25y =1 


8) 9x! +25у2 =25 


Em cada um dos problemas 9 а 22, determinar а equação da elipse que s 
dadas 


e 


22 
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9 
10) 
1) 
12) 
13) 
14) 
15) 
16) 
17) 
18) 
19) 
20) 


2) 


22) 


e a excentricidade das elipses dadas. Esbogar o gráfico. 


m 0-27 „0330. 


24) 


25) 


«хо maior mede 10 e focos (+ 4,0). 
centro C(0,0), um foco F(4,0) е um vértice A (1,0) 


centro C(0,0), um foco F(0,- V5 ) e eixo menor mede 4. 


centro C(0, 0), eixo menor mede 6, focos no eixo dos х e passa pelo ponto P(-2 5,2). 


5 


3 


centro 10,0), focos no eixo dos x, excentricidade е =2 e passa pelo ponto P(2, 
vértices A(O, +6) e passando por P(3, 2). 

centro С(2,4), um foco F(S, 4) e excentricidade 7. 

eixo maior mede 10 e focos Fi(2, -1) е F(2, 5). 

centro C(-3, 0), um foco ЕСІ, 0) e tangente ao eixo dos y. 

centro C(-3,4), зеті-еіхоз de comprimento 4 е 3 е eixo maior paralelo ao eixo dos х, 
mesmos dados do problema anterior mas com eixo paralelo ao eixo dos y. 

vértices A,(-1,2), Aa(-7, 2) e a medida do eixo menor igual a 2. 


centro C(2, -1), tangente aos eixos coordenados e eixos de simetria paralelos aos eixos 
coordenados. 


vértices А (1, 4) e. As, 8), excentricidade e =5. 


Em cada um dos problemas 23 a 28, determinar o centro, os vértices A, е Az, os focos 


25% + 16у? +50x+64y-311=0 


4x + 9y? - 24x + 18y 970 
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26) 16% +y? %64х-4у%52-0 
27) 160 +9у? - 96x + 72y +144=0 


28) ах? +9y? -Вх-36у%4-0 


7.25.1. Respostas de problemas propostos 


) C(0,0), А( 10,0), F(*8,0) 6-2- 


2) C(0,0), A(O, +10), FO, 88) e = 


3) C(0,0), A(*5, 0), F(* 2v6, 0), 


3) C(O, 0), A0, #3), FO, £2) e =È 


B 5 sys 
9 €(0,0) A(t5, 0, (ENE, оу, е= У 


3 
6) C(0,0), A(O, + 1),F(O, + es e= s 


ул „УЛ 
а ced 


7) с00,0), AG 0) FC 


i 5 4 4 
8) COD ACRO FESO e=$ 


9) 9x! + 25y? =225 
10) 7€ + 16y? =7 
11) 9х? + 4y? -36=0 


12) x + 4y? -36=0 


13) Sx? «9y!-45-0 
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15) 7х2 + 16y? - 28x- 128y+172=0 

16) 25x! + 16у? - 100x - 64у - 236 =0 

17) 5х2 +9у? + 30х=0 

18) 9x! + 16у? + S4x - 128y + 193 =0 

19) 16x + 9y? +96x-72y + 144 =0 

20) x? + 9у? +8х -36y 4350 

21) хі зау: -4x+8y+4=0 

22) 9x! + Sy? - 18x - 20у - 151 =0 

23) С02, -3), A22, -3), А66, -3), Е(2 + V/7,-3). eL 
24) CCI, 2) Ai, АС, 3), Бүс: 5) Fall, D) e =F 


25) €G,-D, Ai(6, - 1) A (0, -1), FG VS, -1), € Y 


26) С(-2,2), Ar(=2,-2), A42, 6), F(-2, 2 + VIS) е 


27) С(3,-4), Ar(3, -8), A2(3,0), F(3, -4 + VT) e T 


28) C(1, 2), A112, 2), 24,2, Ға + V5, 2,6 E 


73 AHipérbole 


Hipérbole é o lugar geométrico dos pontos de um plano cuja diferença das distâncias, em. 
valor absoluto, a dois pontos fixos desse plano é constante. 

Consideremos no plano dois pontos distintos F, e Е. tal que a distância d(F,, Fa) = 2e. 
Seja um número real a tal que 24 < 2e. 


Ao conjunto de todos os pontos P do plano tais que: 


14, F1) - d(P, БЭ! 


03 


АГАЕ? 


dá-se о nome de hipérbole (Fig, 7.3-4). 


Figura 


Como se vé, a hipérbole é uma curva com dois ramos. Na verdade, pela equação (7.3) um 
ponto P está na hipérbole se, e somente se: 


ЧО, Fı )= d(P, Fa) = 42a 
Quando P estiver по ramo da direita, a diferença 6 +24 e, em caso contrário, será -2a. 
Consideremos a reta que passa por Е, e Е, esejam Ay e A; оз pontos de interseção 


da hipérbole com esta reta. Consideremos outra reta perpendicular a esta passando pelo ponto 
médio С do segmento Е, Es (Fig. 73%). 
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Figura 7.36 


A hipérbole é uma curva simétrica em relação a estas duas retas, como também em relação 
зо ponto C. Se P, « um ponto da hipérbole, existem os pontos Pa, P, e P, tais que: Р, бо. 
simétrico de P, em relação à reta horizontal, P é o simétrico de P, em relação à reta vertical, 
Pa é o simétrico de Ру em relação ao ponto С. 


Ainda, pela simetria, conclui-se que: 
dA, Fi) =@(Аз, Fa) 
e da própria definição, vem 


«аа, Аз) 222 


7.3.3 Elementos 


Focos: são os pontos F; е Fz. 
Distância focal: é a distância 2c entre os focos. 


Cómicas 247 


Centro: é o ponto médio С do segmento F; Fz. 


Vértices: são os pontos A, е А, 
Eixo real ou transverso: é o segmento Ay Az de compr 


Eixo imaginário ou conjugado: é о segmento В, В; de comprimento 2b (Fig. 7.3). 
O valor de b é definido através da relação: 
e = + 


onde а, b ec são as medidas dos lados do triângulo retângulo В,С Aj. 


Vamos fazer ainda uma outra consideração em torno de a, b e c. Consideremos uma 
circunferência de raio c е cujo centro é o próprio centro C da hipérbole. Tomemos um valor 
arbitrário para a e marquemos os pontos Ay е As, vértices da hipérbole, Por estes pontos 
tracemos cordas perpendiculares ao diâmetro F,F;. As quatro extremidades destas cordas são 
os vértices de um retângulo MNPQ inscrito nesta circunferência (Fig. 7.3-4). 

O retângulo assim construído tem dimensões 2а е 2b ea relação с? =а? +b? está 
novamente presente no triângulo retângulo hachurado na figura, com o eixo imaginário B, В, 
bem caracterizado. 


As retas r е s, que contém as diagonais do referido retângulo, chamam-se assíntotas da 
hipérbole. 
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Figura 7.34 


As assíntotas são retas das quais a hipérbole se aproxima cada vez mais à medida que os 


pontos se afastam dos focos. Esta aproximação é “contínua” e "lenta" de forma que a tendência 
da hipérbole é tangenciar suas assíntotas no infinito. Naturalmente esta particularidade das 
assíntotas constitui um excelente guia para traçar о esboço do gráfico. 


O ángulo O assinalado na figura é chamado abertura da hipérbole 


Chama-se excentricidade da hipérbole ао número е dado por: 


сха 5 езі 


A excentricidade da hipérbole está intimamente relacionada com sua abertura 


De fato: voltemos outra vez à figura anterior onde a circunferência tem raio с. Mantendo o 
raio c da Figura 7.34 e tomando um valor para “a” menor de que o anterior, o novo retângulo 
МУРО será mais “estreito” e, em conseqüóncia, a abertura 0 será maior. 


! ڪڪ ڪڪ 
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СУН 
a 


sim, quanto maior a excentricidade, maior será a abertura, ou seja, mais “abertos” estarão os ramos 
da hipérbole. 


Ora, diminuir o valor de “а” (mantendo с fixo) significa aumentar o valor de е 


Quando a=b, о retângulo MNPQ se transforma num quadrado е as assíntotas serão 
perpendiculares (0 = 90º). А hipérbole, neste caso, é denominada “hipérbole equildtera", 
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7.32 — Equação da Hipérbole de Centro na Origem do Sistema 


19 cmo: O eixo real está sobre o eixo dos x 


Seja P(x,y) um ponto qualquer de uma hipérbole (Fig. 7.34) de focos Fi(-c,0) е 
Fa(c, 0). 
Por definição, tem«e: 


ТАФ, Еу) - (P, Бу =2а 


ou, em coordenadas 


Моо? (у= - Vx-o 4 (7-0) 1528 


Com procedimento de simplificação análogo ao que foi usado па dedução da equação da 
elipse, e lembrando que c? = a? + b? , chegaremos à equação 


que é a equação reduzida da hipérbole de centro na origem e eixo real sobre о eixo dos x. 
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29 caso: О eixo real está sobre o eixo dos y 


Como já ocorreu com a parábola e a elipse, a equação desta hipérbole somente difere da 
anterior pela troca de posição das variáveis: 


yis as 
wow! 
Exemplos 


1) A hipérbole da figura a seguir tem equação reduzida 
LY 
ES 


ou: 


GE 
9774 а) 
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Observações 


2) Para obter os vértices Ay е Ay, fazemos y = O na equação (1). Daí, vem: 


ou: 


Ar(-3,0) e А,(3,0) 


b) Se fizermos x > 0 na equação (1), obteremos: 
E -1 


ou: 


y 


que é uma equação impossível no conjunto dos reais. Isto significa que a curva não corta o eixo 
dos y. 
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©) A simetria da qual falamos em 7.3 toma-se bem evidente pela análise desta equação. 
Por exemplo, o ponto Pi(6, TZ) pertence a esta hipérbole por ser verdadeira a afirmação: 


(6° VTT 
9 


4 


е da mesma forma pertencem também os pontos P;(6, - TZ), Р,(-6,12) е Р,(-6,-4/17 ) 
Portanto, a hipérbole é simétrica em relação aos eixos coordenados e em relação à origem 


4) As assíntotas são retas que passum pela origem e, portanto, têm equação do tipo: 
y = mx 


sendo m a declividade, 
A assíntota r da figura anterior tem declividade 


enquanto a assíntota s tem declividade: 


m 


2.2 
і773 


Logo, as equações das assíntotas sio: 


2) A equação reduzida 
da hipérbole ao lado é 
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7.321 Problemas resolvidos 


Nos problemas 13 а 15, determinar, para cada uma das hipérboles: 


a) a medida dos semi-eixos 
b) um esboço do gráfico 
с) os vértices 

d) os focos 

e) a excentricidade 


7) as equações das assíntotas 


13) 9х? - 7y? -63=0 


Solução 
9 71у? =63 
ou 
mms 
637 63^ 63 
ош 


que é a equação reduzida da hipérbole com eixo real sobre o eixo dos x. 


ауа =7 2 азу” 
b =9 25-3 
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» 


€) Vértices: Аү(-У7, 0) е AL(V7,0) 


4) Para determinar os focos, precisamos do valor de с 


T 


Logo, os focos são: F,(-4, 0) e Е,(4,0) 


e) Excentricidade: 


iE. 
vr 
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f) Equações das assíntotas: 


з 
m 
14) x? -4y «1670 


Solução 


a 


ou; 


ou: 


que é a equação reduzida da hipérbole com eixo real sobre o eixo dos y. 


аа =2 
b? =16:. bed 


b) 


Cónicas 
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с) Vértices: А,(0,-2) е A2(0, 2) 


4) Para determinar ов focos, precisamos do valor de с: 


ЭТЭ 


4+16 


су = 245 


logo, os focos são: Е,(0,-2,/6) е Е,(0,2,/9) 


e) Excentricidade. 


гу. 
3086 


1) Equações das assíntotas 


-... 
у=+7х 


өш 


x oy 
ж 


que é a equação reduzida da hipérbole com eixo real sobre o eixo dos x. 


2 (hipérbole equilátera) 
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» 


с) Vértices: Ач(-2,0) е А;(2,0) 


djo = to? 
+4 
c=vB=2N7 


logo, os focos são: Еү(-24/2, 0) e Fa(2VZ 0) 
e) Excentricidade: 


2 
an 


Observemos que, em qualquer hipérbole equilátera, a excentricidade é sempre igual a v/T. 


f) Equações das assíntotas: 
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16) Uma hipérbole tem focos em F,(-5,0) е Ғ,(5,0) e a medida do eixo real é igual a 6. 
Determinar sua equação. 
Solução 


Tendo em vista que os focos são pontos do eixo dos x, a equação desta hipérbole é da 
forma: 


жу 
аты 


Precisamos determinar а ¢ b. 
De F, e Fa, vem: 


Mas, o eixo real mede: 


2256 


De 

osa? to 
vem: 

25-94) 
ou: 

b? = 16 
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733 


Equação da Hipérbole de Centro Fora da Ori 


19 caso: O eixo real é paralelo ao eixo dos x 


Consideremos uma hipérbole de centro C(h,k) e seja P(x,y) um ponto qualquer da 


mesma. 


O que comentamos em 7.2.3 para о caso da elipse também vale aqui. 


Assim: 
diat. 
Ган! 


é a equação de uma hipérbole de centro С(0,0) е eixo real sobre о eixo dos x; quando o eixo 


real for paralelo ao eixo dos x e o centro é C(h, К), sua equação pass 


(x-hy y-k? 
a ы 


29 caso: О eixo real é paralelo ao eixo dos y 


De forma análoga, temos: 


A 
Gr gom 
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YA 


кке 


733.1 Problemas resolvidos 


17) Determinar а equação da hipérbole de vértices As(1,-2) е As(5,-2), sabendo que 
F(6, -2) € um de seus focos, 


Solução 


Em função dos dados do problema, vamos esboçar o gráfico desta hipérbole. 
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Sendo o eixo real paralelo ao eixo dos x, a equação da hipérbole é da forma: 


п р 
O centro é o ponto médio do segmento Ay Ai. 
Logo: C(3, -2) 

É imediato que: 

atd(A)72 ¢ c=d(C, F)=3 

Da relação: 


" 


аны 
vem: 
9=44p* 
ou 
br=s 
Logo, а equação da hipérbole é 


LAA 
rm 


Eliminando os denominadores е desenvolvendo ов quadrados, encontramos: 
Зо? - 6x 9)- 4(y? +4y+4)=20 

ou 
Sx? ~ 30x +45 - 4y? -16у-16-20-0 

ou, ainda: 


5х? ~ Ay! -30x - 16y +9 = 0 


18) Determinar o centro, um esboço do gráfico, os vértices e os focos da hipérbole de equação: 


Эх? - Ay! -54х + By 11370 


Solução 


Primeiramente vamos conduzir esta equação a uma das formas de 7.3.3, 


Agrupando os termos de mesma variável, temos: 


(9х? - 54x) - (4y? - Ву) = -113 


Pondo em evidência os coeficientes de x? e уг: 
908 - 6x) - 4(y! - 2y) =-113 
ou: 


%х%-6х%9)- 4(у? -2y +1 


113+9(9)-4(1) 


9(x-3) -4(y- 1) 
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Com o objetivo de obter 1 positivo no segundo membro, dividiremos ambos os membros 
da equação por -36: 


O- G-3y 
4 


que representa uma hipérbole de centro C(3, 1) е eixo real paralelo ao eixo dos y. 
E imediato que: 


4-9 e b =4 
e, portanto: 
a=3 е b=2 


Pelo esboço do gráfico, оз demais elementos solicitados obtém-se facilmente: 


Vértices: А, (3, -2) е А.(3,4) 
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Para determinar os focos precisamos conhecer o valor de c: 


са аз +62 


9+4 
e =yTT 


Logo, os focos sio: 
F13,1-V13) e F3, 1+ I3) 

19) Obter a equação reduzida resultante de uma translação de eixos, classificar, dar os elementos. 
e esboçar o gráfico da equação: 


Ty -9y! + 28x + 54у - 116=0 


Solução 
Do mesmo modo que no problema anterior, mudemos a equação dada para a forma 


(-N* (RP 
Get O a 


Assim: 
(7х? + 28x) - (ду? - 54у) = 116 
702 + 4x) - 9(у? - 6y) = 116 
704 +4х 4) -9(y? - бу + 9) = 116 + 7(4) - 9(9) 
1(х + D? - 9(у - 3° = 63 


Pelas fórmulas de translação de 7.1.3, façamos: 


y=y-3 
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e, portanto 


ae oy? 


que é a equação reduzida da hipérbole dada em relação ao sistema ХОУ, sendo 0'(-2, 3) 


Mas: 
e 
a=3 e beyT 
y 
"4 
м HES , 
- æ x 
o 
1 ' 
1 П 
' 
Д : 
i : 
مب‎ + — х 
-5 Л ПИН 
Logo: 
eixo real 22-6 


eixo imaginário: 2b = 2 VT 
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Sendo: 


ов focos são: F,(-6,3) e Fa(2,3). 


7.84 Problemas Propostos 


Em cada um dos problemas 1 a 10, determinar os vértices, os focos e a excentricidade das 
hipérboles dadas. Esbogar o gráfi 


3) 9x! - 16y? = 144 
4) 4х? -5y! +20=0 
5) x -2)-8-0 


6 зж -у? +3=0 


7) 
8) 

9) p-as 
10) 2-4 


Em cada um dos problemas 11 a 24, determinar a equação da hipérbole que satisfaz as 
condições dadas. 
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11) focos F(t 5, 0), vértices A(+ 3, 0) 

12) focos F(0, + 3), vértices A(O, + 2) 

13) vértices A( 4,0), passando por P(8, 2) 

14) centro C(0,0), eixo real sobre Oy, b =8 e excentricidade $ 


15) focos Е(0, +5), comprimento do eixo imaginário 4 


16) vértices A(* 3, 0), equações das assíntotas y = + 2x 
17) vértices em (5,-2) е (3, -2), um foco em (7,-2) 

18) vértices em (5, 5) е (5, -1), excentricidade e = 2 

19) centro C(5, 1), um foco em (9, 1), eixo imaginário mede 4/2 

20) focos F,(-1,-5) e Е, (5, -5), hipérbole eqúilátera 

21) vértices Ац(-3, -4) е А,(-3, 4), hipérbole equilátera 

22) centro C(2, -3), eixo real paraleloa Oy, passando por (3, -1) е (-1,0) 


23) centro С(-2, 1), eixo real paraleloa Ox, passando por (0, 2) e (-5, 6) 


24) focosem (3,4) e (3,-2), excentricidade е = 2 


Em cada um dos problemas 25 a 30, determinar o centro, os vértices, os focos e a excentri- 
cidade das hipérboles dadas, Esbogar o gráfico, 


25) 9X -4y? - 18x- 16у-43-0 
26) х2 -4y +6x+24y-31=0 
27) 9x? -4y? -54x+8y+113=0 


28) 4€ - 


32x+ 4y + 24= 0 
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29) 9x? - y! +36х+ 6y+63=0 


30) 16x? - 9y? - 64x- 18y + 19: 


31) Obter a equação reduzida resultante de uma translação de eixos, classificar, dar os elementos 
e representar graficamente as equações 


а) x! + Ay! - Ax- 24y + 36 =0 
Бух! -y! -Sx-dye1170 

суу! -8x+6y+17=0 

d) 3x? *2y! - 12x+8y+19=0 
e) x +2х+Ву-15=0 

f) 9x! - 4y ~ 54x +45 =0 

8) 9y! ~ 25x? -90у-50х-25 


7.3.4.1 Respostas dos problemas propostos 


var 


1) А(+10,0), Е(%2,4,0), e==— 


ут 

2) АО, +10), F(0, + 2/41), e- 7 
3) A(t4,0) F(* 5,0), 
4) А(0, +2), F(0, 23), e 

уе 


5) А(&2\/7,0),Е(# 2/3, 0), e= 


6) A(O,:V3), F(0,+2), 


7) A(1,0), F( 2,0) e = VT 


iZ 


8) Al V0) FCG 2,0), 
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9) мазо, У ee E 


11) 16x -9y! -1447 0 
12) 4х2 - 5y? %20-0 
13) x -12y -16=0 


14) 16у? - 9x? -576=0 


17) 8x? - y? - 64x- Ay + 16-0 


18) x? 3y? - 10x+ 12y +40=0 


10x+2y+16=0 
20) 2x? -2y? - 8х -20y-51=0 
20 x-y’ + 6х+25=0 

22) Sx? - Ву? -20x -48y -25=0 
23) 24x? -Sy! + 96x + 10y =0 
24) 12у? -4xè -24y + 24x- S1 =0 


25) C(I,-2), A1 (-1,-2), AG, -2), F(1 + VI, -2), e VE 
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26) 


27) 


28) 


29) 


30) 


an) 


C(-3,3), A(-5,3), Аз(-1, 3), FC3 55, 3), е =. у 


сөл, AQ: G9. FG, 1: VI) eE 


C(4, 2), Ai (1, 2), А207, 2), 453 4552), =5 


EJ 


C(2, 3). Ar(-2,-3), Аз(-2, 9), FC2,3 * 2 VIO), е 


CQ, -1), А‹ 0, -5), Аз(2, 3), Fa (2, -6), F2 4), e 


5 

ay =1, elipse, eixo maior 4, eixo menor 2, focos F(2 + V3, 3) 
b) x? - y? =1, hipérbole, eixo real 2, eixo imaginário 2, ғазу5-2 
€) y? =8x', parábola, p=4, diretriz: х<-1, ЕО,-3) 


d) эх? + 2y? =1, elipse, eixo maior V, eixo menor гү, кр, -2 E 


e) x? =-8y, parábola, p=-4, F(-1,0), diretriz: y =4 


1, hipérbole, eixo real 4, eixo imaginário 6, F(3 413, 0) 


A q 
0X -- =1, hipérbole, eixo real 10, eixo imaginário 6, F(-1,5 «уз. 


Observação — A equação geral do 29 grau a duas variáveis, ax? + by? +2cxy +dx tey +1=0, 
onde pelo menos um dos coeficientes a, b, c é diferente de zero, representa uma pará- 
bola, uma elipse ou uma hipérbole e será estudada como aplicação das formas quadráticas 
по plano em Álgebra Linear*. 


+ Ver Capítulo 7 de Álgebra Linear, Editora McGraw-Hill, dos autores. 
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7.4 Аз Seções Cônicas 


Sejam duas retas е е r concorrentes em O e não perpendiculares. Conservemos fixa a reta 
є e façamos r girar 360º em torno de e mantendo constante o ângulo entre estas retas, Nestas 
condições, a reta r gera uma superfície cônica circular infinita formada por duas folhas separadas 
pelo vértice O (Fig. 7.4). 

Areta r é chamada geratriz da superfície cônica e a reta е, eixo da superfície. | 


Chama-se seção cónica ао conjunto de pontos que formam a interseção de um plano 
com a superfície cônica 


Figura 74 


Quando uma superfície cónica é seccionada por um plano т qualquer que não ра 
vértice O, a seção cônica será 


pelo 


а) uma circunferência se т for perpendicular ao eixo é da superfície (Fig. а); 


b) uma elipse se т for oblíquo ao eixo e, cortando apenas uma das folhas da superfície 
(Fig. b); 


с) uma parábola se т for paralelo а uma geratriz da superfície (Fig. с); 


4) uma hipérbole se т for paralelo зо eixo e (Fig. d); 
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No caso de o plano т passar pelo vértice O, obtemos as cónicas degeneradas 
а) um ponto se s só tem o ponto O em comum com a superfície (Fig. e); 
5) uma reta se т tangencia a superfície cônica (Fig. f); 


©) duas refus se л forma com o eixo um ángulo menor do que este faz com a geratriz 
ШТ) 


e 0 


CAPÍTULO 


6 


SUPERFÍCIES QUÁDRICAS 


8.1 Introdução 

A equação geral do 29 grau nas trés variáveis x, y e 2 

ах? + by! + cz? + 2dxy + 2exz + 2fyz mx + ny + pz + q= 0, в) 
onde pelo menos um dos coeficientes a, b, c, d, ¢ ou f é diferente de zero, representa uma 


superfície quádrica ou simplesmente uma quádrica. 


Observemos que se a superfície quádrica dada pela equação (1) for cortada pelos planos 
coordenados ou por planos paralelos a eles, a curva de interseção será uma cônica, A inter- 
seção de uma superfície com um plano é chamada traço da superfície no plano. 


Por exemplo, o trago da superfície quádrica (1) no plano 2-0 é a cônica 
эх! + by? + 2dxy + mx + ny + q = 0 


contida no plano z = 0, isto €, no plano хОу 
Por outro lado, através de mudanças de coordenadas (rotação e/ou translação), a equação (1) 
pode ser transformada em uma das formas: 
Ax + By? +Cz*=D o 
AX + By? + RZ =0 
Ax + Ry + С? 
Rx + By? + С? o 
onde a equação (2) representa uma quádrica centrada е as equações (3) quádricas ndo centradas, 


Nosso objetivo é identificar e esboçar o gráfico de uma quádrica, conhecida sua equação. 


E 
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Se nenhum dos coeficientes da equação (2) for nulo, ela pode ser escrita sob uma das 
formas: 


(4) 


denominadas, qualquer delas, forma canónica ou padrão de uma superfície quádrica centrada. 


As possíveis combinações de sinais nesta equação permitem concluir a existência de 
apenas trés tipos de superfícies, conforme sejam trés, dois ou um o número de coeficientes 
positivos. dos termos do 19 membro da equação. Se os referidos coeficientes forem todos 
negativos, não existe lugar geométrico, 


821 Elipsóido 


O elipsóide é а superfície representada pela equação 


a 
fe 5-1 (5) 


em que todos os coeficientes dos termos do 19 membro da equação (4) são positivos, onde 
a,b e c são reais positivos e representam as medidas dos semi-eixos do elipsóide (Fig. 8.2.1-a). 


Figura 8 21а 
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O traço no plano хОу é a elipse: 


x=0, respectivamente. 


Se pelo menos dois dos valores a, b e c 
exemplo, se a = с, o elipsóide é obtido girando a elipse 


iguais, o elipsóide é de revolução. Por 


+ = 1, х-0 
wet 


do plano yOz em tomo do eixo dos y. A Figura 8.2.1 mostra о elipsóide de revolução: 


EQ 
4116" 


onde a= c = 2, que se obtém girando a elipse 


2 
+ =1, x70 em torno do eixo dos y, 


16 


Figur 8.2.15. 
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O trago no plano xOz € a circunferência: 


No caso de а a equação (5) toma a forma: 


х жуд = 


é representa uma superfície esférica de centro (0,0,0) e raio a. 


Consideremos um plano paralelo ao plano xOy, isto é, um plano da forma z= 
tituindo z por k na equação (5) vem: 


Subs- 


EP 
+% 
ысы 


Se Iki < 1-5» 0, e, portanto, o trago no plano z=k € uma elipse, Se Ik | 
planos z-c e 2--с tangenciam o elipsóide nos pontos (0,0, с) е (0,0,-c). Se ІК > e, 
1 £< O e, consequentemente, não existe gráfico. Considerações análogas podem ser feitas 
relativamente aos planos paralelos aos planos xOz е yOz. 


12 


Se o centro do elipsóide € o ponto (h,k, £) е seus eixos forem paralelos aos eixos corde- 


obtida através de uma translação de eixos. 
Da mesma forma, a superfície esférica de centro (1,К,0) е raio a, tem equação: 


GBP +-k + (2-0 a. 


822 Hiperboléide de Uma Folha 


Se na equação (4) dois coeficientes dos termos do 19 membro são positivos e um é 
negativo, a equação representa um Aiperboióide de uma folha. 


M — — — эж — — Н‏ ص 
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A equação 


ж, 


(6) 


é uma forma canónica da equação do hiperbolóide de uma folha ao longo do eixo dos z 
(Fig. 8.2.2). As outras duas formas canônicas são: 


Figura 8.2.2 
O traço no plano xOy em (6)é a elipse: 
Eum 


a! oW 


280 Geometria analítica 


e os tragos nos planos xOz е yOz são as hipérboles: 


respectivamente, 
Um traço no plano z=k é uma elipse que aumenta de tamanho à medida que o plano 
se afasta do plano xOy. Os tragos nos planos к so hipérboles, 


Se na equação (6) tivermos a=b, o hiperbolóide é de revolução, gerado pela rotação 
de uma hipérbole em torno de seu eixo imaginário, no caso, o eixo Oz. O traço no plano xOy 
ба circunferência 


ху? ea 


+ 250. 


8.23 — Hiperbolóide de Duas Folh 


Se na equação (4) um coeficiente dos termos do 19 membro é positivo e dois são negativos, 
a equação representa um Aiperbolóide de duas folhas, 


A equação 


e 


é uma forma canônica da equação do hiperbolóide de duas folhas ao longo do eixo dos y 
(Fig. 8.2.3), As outras duas formas canônicas são: 


€ representam hiperbolóides de duas folhas ao longo dos eixos Ox е Oz, respectivamente, 
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Figura 82.3 


Os tragos nos planos хОу ¢ yOz ет (7) 540, respectivamente, as hipérboles: 


Lin 
5-60 


O plano xOz não intercepta a superfície, nem qualquer plano y = k, onde Ik | < b. 
Se |k|>b, o trago no plano y =k é a elipse 


s ok 
= ر ا‎ =k 


Os traços nos planos x =k ¢ 2=k são hipérboles. 
Se па equação (7) tivermos а =c, o hiperbolóide é de revolução, gerado pela rotação de 
uma hipérbole em torno de seu eixo real. O trago no plano у =k, [kl > b, é a circunferência 


ou 
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83 Superfícies Quádricas Não Centradas 


Se nenhum dos coeficientes dos termos do 19 membro das equações (3) for nulo, elas podem 


ser escritas sob uma das formas 


(8) | 


denominadas, qualquer delas, forma canónica ou padrão de uma superfície quádrica não 
centrada, ” 


As possíveis combinações de sinais nesta equação permitem concluir а existência de apenas 
dois tipos de superfícies, conforme os coeficientes dos termos de segundo grau tenham o mesmo 
sinal ou sinais contrários. 


8.4.1 Parabolbide Elíptico 


Se nas equações (8) os coeficientes dos termos de segundo grau tiverem sinais iguais, a 
equação representa um parabolóide elíptico, 


A equação; 


Li o 


é uma forma canónica da equação do parabolóide elíptico ao longo do eixo dos z (Fig. 8.3.1). 
As outras duas formas canônicas são: 


e representam parabolóides elípticos ao longo dos eixos Оу e Ox, respectivamente. 


O traço no plano хОу em (9) é а origem (0,0, 0) е os traços nos planos xOz e yOz são as 
parábolas 


ese, хэд, 


respectivamente. 
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Figura 83,1 


Se с>0, а superfície situase inteiramente acima do plano хОу e, para с<0, a 
superfície está inteiramente abaixo deste plano. Assim, o sinal de с coincide como de 2, pois 
caso contrário não haveria lugar geométrico. 

Um traço no plano 2=, k>0 (Fig. 83.1), € uma elipse que aumenta de tamanho à 
medida que o plano se afasta do plano хОу. Os tragos nos planos x = К e y = k são parábolas. 


Se na equação (9) tivermos a=b, o parabolóide é de revolução e pode ser gerado pela 
rotação da parábola: 


еш torno do eixo dos z. Neste caso, o traço no plano z = k é uma circunferência. 


832 — Parabolóide Hiperbólico 


Se nas equações (8) os coeficientes dos termos de segundo grau tiverem sinais contrários, a 
equação representa um parabolóide hiperbólico. 
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A equação; 


(10) 


7 
ыла“ 


€ uma forma canônica da equação do parabolóide hiperbólico ao longo do eixo dos z (Fig. 8.3.2). 
As outras formas canônicas são 


by e EL тах 


А figura mostra um esboço de um parabolóide hiperbólico descrito pela equação (10), onde 
230 
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O trago em (10) no plano хОу é o par de retas: 


a 


А 
a 2=0, 


шеф +0, 2=0 e %-ž=0, 
parábolas: 


е os tragos nos planos xOz e yOz são ах 


que têm o eixo dos z como eixo de simetria e concavidade para baixo e para cima, respecti- 
vamente, 


O traço no plano z=k é uma hipérbole cujo eixo real é paralelo ao eixo dos y se К>0 
e paralelo ao eixo dos х se k < 0. Os traços nos planos x=k e у= k são parábolas. 


84 Superfície Cônica 


Superfície cônica 6 uma superfície gerada por uma reta que se move apoiada numa curva 
plana qualquer e passando sempre por um ponto dado não situado no plano desta curva. 

А reta é denominada geratriz, a curva plana é a diretriz е о ponto fixo dado 6 o vértice 
da superfície cônica. 

Consideremos o caso particular da superfície cônica cuja diretriz é uma elipse (ou 
circunferência) com o vértice na origem do sistema е com seu eixo sendo um dos eixos coorde- 
8.4) tem equação: 


O trago no plano хОу é o ponto (0, 0, 0). 
O traço no plano yOz tem equações: 


2 


У - 220, х=0 
2 


л 


ou: 


deg 
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۵ 


ны | 


donde obtemos ав duas retas que passam pela origem: 


ун, 


O traço no plano xOz, de forma análoga, é constituído por duas retas que passam pela 
origem. 


Os traços nos planos 2 = К são elipses e se a = b, são circunferências. Neste caso, temos 
a superfície cônica circular reta. 


Os tragos no plano x=k e y=k são hipérboles. 

As superfícies cônicas cujos eixos são os eixos dos x e dos y, têm equações 
E ara 

e Ax 
а-а 


respectivamente. 
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85 Superfície Cilíndrica 


Seja С uma curva plana e f uma reta fixa não contida nesse plano. 

Superficie cilíndrica € л superfície gerada por uma reta 1 que se move paralelamente à reta 
fixa f em contato permanente com a curva plana C. 

A reta r que se move é denominada gerarriz ea curva C ба diretriz da superficie cilin- 
піса (Fig. 8.54), 


Figura Sa 


Em nosso estudo consideramos apenas superfícies cilíndricas cuja diretriz é uma curva que 
se encontra num dos planos coordenados e a geratriz 6 uma reta paralela ao eixo coordenado não 
contido no plano. Neste caso, a equação da superfície cilíndrica é a mesma de sua diretriz. 


Por exemplo, se a diretriz for a parábola 
x =2у, 

a equação da superfície cilíndrica também será 
x? =2y (Fig 8.5). 


Conforme a diretriz seja uma circunferência, elipse, hipérbole ou parábola, a superfície 
cilíndrica é chamada circular, elíptica, hiperbólica ou parabólica. 


Fun 85 


É importante observar que, em geral, o gráfico de uma equação que não contém uma 
determinada variável corresponde a uma superfície cilíndrica cujas geratrizes são paralelas ao 
eixo da variável ausente e cuja diretriz é o gráfico da equação dada no plano correspondente, 


Por exemplo, a equação 


=1 


representa uma superfície cilíndrica com geratrizes paralelas ao eixo dos y, sendo а diretriz 
uma elipse no plano xOz (Fig. 8.5«). 
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Observação 


poderá representar quádricas degeneradas. Alguns exemplos são: 


86 
1) 


2 


O gráfico da equação geral ах? + by? + cz? + 2dxy + 2exz+ 2fyz + mx + ny + po q= 0 


a) x -16= 
e) xt vay! 
d)2 + 4y? «52 


е) зк? vay +2 


Problemas Propostos 


Identificar as quádricas representadas pelas equagóes: 


ax ey ez =25 

b) 2x! tay? -16-0 
с) x? - 4y? +222 =8 

d) 2? - ay =4 
e)x ez -4у-0 

fx ty + 42=0 

ж) 4х -у =z 
һу? «х уг 


0 к=з ау) 


psy 
Dy? = 4z 
ту х? - 4y? = 16 


may ez = 4x =0 
0)-X жау! +22 =0 
p) 16х? + 9y? -z = 144 
4) 16х2 -9y -z «144 
py +32 -х =0 


s) 4? £9y! = 362 


Reduzir cada uma das equações à forma canónica, identificar e construir o gráfico da 


quádrica que ela representa 
а) 9x? + ау? +362 = 36 
B) 36x! + 9у? -ад = 36 
0) 36 -өу! -ад =36 
дуу? жу =36 

e) x+y? -92=0 

N +a- 8y =0 
ge 


9y? -36:-0 


тх + 4y? -z =0 
EEN 
уух 
ах +2у: +2 


туха нужа 
п) х? - 9y? 
о) х? -4y =0 
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3) Representar graficamente as seguintes superfícies cilíndricas 


ex y -9 е 0<2<4 
NF =4y 
2y +2 


КЕЛТИ, hx-y=0 
d) -Ap-l6 e -3«z«3 
4) Determinar a equação de cada uma das superfícies esféricas definidas pelas seguintes 
condições: 
а) Centro C(2, -3, 1) e raio 4. 
b) O segmento de extremos A(-1,3,-5) ¢ B(S, -1, -3) é um de seus diâmetros. 
с) Centro C(4, -1, -2) e tangente ao plano хОу, 
4) Centro. C(-2,3, 4) e tangente ao eixo dos z, 
€) Centro C(O, -4, 3) e tangente ao plano de equação: x + 2y -22-2=0, 


8.6 Respostas de Problemas Propostos. 


1) а) Superfície esférica 
b) Elipsóide 
¢) Hiperbolóide de uma folha 
4) Hiperbolóide de duas folhas 
€) Parabolóide circular 
f) Parabolóide circular 


5) Parabolóide hiperbólico 
h) Superfície cónica circular 

1) Parabolóide circular 

J) Superfície cilíndrica circular 

1) Superfície cilíndrica parabólica 
т) Superfície cilíndrica hiperbólica 
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п) Parabolóide elíptico q) Hiperbolóide de duas folhas 
о) Superfície cónica elíptica 7) Superfície conica elíptica 
р) Hiperbolóide de uma folha з) Parabolóide elíptico 


1, elipsóide 


А 
571, hiperbolóide de uma folha 


= 1, hiperbolóide de duas folhas 


9 


хуу? 
BL cL қрай r 
4) 36 + 25736 1, superfície esférica de raio 6 


e) & + = 91, parabolóide circular 


2 а 
n e elt», parabolóide elíptico 


95-2, parabolóide hiperbólico 


4 3 = 0, superfície cónica 


-y, parabolóide circular 


1, superfície cilíndrica hiperbólica 


о) dois planos: x=2y е x=-2y 
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4) a)x y 2 -4х+6у-22-2=0 
Бух ty? t- 4x 2y +8247 =0 
с) x" «y e? вх + 2y + 42+17 =0 
DX +y? +? + 4x - 6y -B2+ 16 = Û 
Ө 9x? + 9y? +97? + 72y - 54z- 31 =0 
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